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世界 上 最 大 的 素数 


日 前 所 知 的 世上 硫 大 的 素数 人 硕大 无 比 , 用 标准 的 十 进位 数 表 

示 , 它 有 65050 位 . 用 指数 (或 者 说 等 ) 的 记号 写 比 较 简 便 
2216091 一 上. 

即 , 先 用 2 日 乘 216091 次 ,然后 从 中 减 去 1, 才 得 到 我 们 所 说 的 那个 
素数 锭 . 

指数 记号 容易 引起 误解 .为 了 对 大 数 的 寡 表 示 在 脑子 里 有 个 较 
明确 的 概念 ,不 妨 想 象 一 个 普通 的 有 8x8 个 方 格 的 棋盘 ,并 按 如 下 
规则 往 方 格 星 摆 放 2 毫米 厚 的 筹码 (如 英国 10 便士 的 硬币 ). 先 将 方 
格 编 导 , 如 图 1 所 示 从 1 到 64. 在 第 -- 格 里 放 2 梳 舌 码 , 在 第 二 格 里 
放 4 枝 ,第 三 格 里 放 8 枚 , 依 此 类 推 ,下 一 格 里 放 的 筹码 数 丛 为 前 一 
格 里 的 两 倍 .于 是 ,在 第 ”个 方 格 里 押 有 2" 个 筹码 .特别 在 最 后 -- 
格 里 摆 着 24 个 筹码 .你 能 想象 这 探 筹码 会 有 多 高 吗 ? 工 米 ? 100 米 ? 
1 干 米 ”肯定 不 对 ! 好 ,不 管 你 售 不 信 , 你 的 这 择 筹 码 将 直 冲 云天 ， 
超过 月 亮 ( 它 只 不 过 400 000 千 米 远 ), 超 过 太阳 (1.5 亿 千 米 远 ) , 几 
乎 直达 ( 除 太 阳 外 ) 最 近 的 恒星 半 人 马 座 的 a 星 , 离 地 球 大 约 4 光 


中 “素数 "这 个 术语 畸 在 下 面 解释 .一 一 诛 注 . 
加 这 -: 纪 录 目 前 书 被 三 次 更 新 .1996 年 9 月 4 日 ,美国 威斯康星 州 克 示 研究 所 的 科 
学 家 宜 布 ,他 们 发 现 了 日 前 已 知 的 最 大 素数 22378 -1, 它 共有 37 忠和 抽 位 .一 一 译 者 注 . 
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数学 * 新 的 黄金 时 代 


年 .用 十 进位 数 表 示 .26 为 
18 446 744 073 709 551 616. 


图 1 达到 天 文 数字 的 棋盘 数 .第 一 格 里 放 2 术 2 训 米 厚 的 硬币 , 接 


下 上 每 -… 格 中 探 起 的 硬币 高 度 都 是 前 - - 格 的 两 倍 ,第 64 个 方 格 旦 操 
起 的 硬币 几乎 伸展 到 最 近 的 得 星 半 人 马 座 的 ge 星 , 大 约 4 光 年 远 . 


24 就 那么 可 观 .为 了 得 到 出 现在 日 前 最 大 的 素数 中 的 22 ,你 
需要 -- 张 有 216 091 个 方 格 的 棋盘 , 即 在 465 x 465 个 方 格 的 盘 上 贰 
于 面 的 把 戏 ! 
如 何 来 研究 这 么 大 的 数 呢 ” 首 先 ,你 可 以 使 用 计算 机 ,但 不 是 随 
便 拿 来 ~- 人 台 就 从 用 的 .上面 提 到 的 最 大 素数 是 靠 世 界 上 最 强大 的 计 
算 视 中 的 一 各 得 到 的 ,这 人 台 计 算 机 每 秘 钟 能 进行 2000 亿 次 算术 运 L2] 
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算 , 它 花 了 3 个 多 小 时 才 完 成 全 部 计算 .但 是 单 竺 机 恬 本 身 的 能 力 述 
不 够 ;还 需要 数学 家 的 技巧 .本 章 的 其 余部 分 将 讨论 这 种 技巧 是 如 何 
发 展 起 来 的 , 它 达 有 哪些 其 他 方面 的 应 用 . 


素 数 


“ 讯 找 那些 最 融 大 的 数 是 最 了 不 馆 的 行为 ,从 中 能 获得 最 大 的 入 
快 " ,弗朗西斯 . 哈 奇 森 {Eraneis Hutchesony 在 1725 年 这 样 写 道 《有 & 追 
寻 关 于 善 和 美的 观念 的 起 源 $; 专 论 朵 ,第 3.8 节 ), 他 心中 想 的 数 天 
概 不 是 数学 意义 下 的 当时 所 知 的 最 大 素数 ,但 是 他 的 话 用 来 撒 述 人 
类 对 最 基本 的 数学 对 象 一 一 自然 数 ( 或 者 说 用 于 数 {sho) 数 (shoy 的 
数 )1,2,3,… 一 -的 水 无 止境 的 迷恋 , 倒 相 当 贴 切 . 这 些 抽象 的 数学 
对 象 不 促 对 我 们 的 日 常 牛 活 必 不 订 少 ,而且 对 几乎 所 有 的 数学 都 是 
十 分 重要 的 , 稚 弃 19 此 纪 的 数学 家 | 克 胃 内 克 {Kronecker) 在 谈论 
数学 时 说 道 : 自 然 数 是 上 帝 创 造 的 ,其 余 的 - - 切 是 人 的 工作 ,” 

适用 于 自然 数 的 许多 性 质 ,都 能 肥 它 们 分 成 两 类 (一 类 具有 某 个 
性 质 . 另 . -类 则 不 具备 这 个 性 质 ). 例如 , 偶 性 把 自然 数 分 成 眉 数 (2， 
4,6,8,…) 和 非 偶数 ( 即 奇 数 ;1,3,5,7,…) .再 如 能 被 3 整除 的 性 质 
亦 然 {在 本 书 中 凡 说 到 一 个 数 歼 除 另 一 个 数 , 即 指正 好 除 得 尽 , 没 有 
余数 .所 以 ,3,6,9,12 都 能 被 3 整除 ,而 1,2,4,5,? 等 都 不 能 被 3 整 
除 ). 奇 - 偶 的 分 类 既 自 然 允 很 重要 { 按 能 和 否 被 3 整除 所 作 的 分 类 就 
不 那么 自然 ,也 水 十 分 重要 ). 男 -种 自然 而 重要 的 分 类 是 根据 完全 
平方 性 作出 的 , 像 上 = 12,4=22,9=32,16,25,36,…. 还 有 许多 其 他 
的 分 类 法 ,而 至 今 最 重要 的 分 类 是 将 自然 数 分 成 素数 和 和 非 素数 . 

称 一 个 自然 数 4 是 素数 ,如 果 只 有 1 和 上 本 身 能 整除 它 ( 在 这 
里 ,1 篇 十 特殊 情形 , 习 民 上 不 把 1 当 作 素数 )、 

于 是 ,2,3,5,7,11,13.17,19 吾 足 素数 ;1,4,6,8.9.10,.12,14、 
15,16, 18, 20 部 不 是 康 数 . {有 时 ,我 们 称 那些 不 是 素数 的 数 为 合 
数 .) 例 如 ,7 是 素数 ,因为 2,3,4,5,6 都 不 能 整除 它 . 


素数 之 所 以 重要 的 主要 理由 ,希腊 数学 家 欧 几 里 得 (Euclid, 约 
公元 前 350 ~ 公元 前 300) 就 已 知晓 ,他 在 其 《原本 %( 集 中 了 当时 可 得 
到 的 所 有 数学 知识 的 13 着 本 巨著 ) 的 第 区 卷 中 ,证 明了 现存 所谓 的 
算术 基本 定理 :每 -个 大于 1 的 自然 数 ,或 者 是 素数 ,或 者 可 表示 为 
若干 素数 的 莱 积 ,这 种 表示 苍 不 计 素 数 排列 的 次 序 则 是 唯一 的. 

例如 ,75900 是 了 个 素 因 子 (其 中 两 个 各 重复 出 现 两 次 ) 的 乘积 : 

73900 = 了 2x2x3x5x53x]11x23. 
此 式 中 等 导 右 边 的 部 分 称 为 75900 这 个 数 的 素 因 子 分 解 . 

算术 基本 定理 告诉 我 们 ,素数 是 构 作 自然 数 的 基本 的 建材 ,所 有 
的 自然 数 都 基 由 它们 建造 的 .素数 很 像 化 学 家 的 元 素 或 物理 学 家 的 
基 下 和 粒子 .掌握 了 任 一 个 数 的 素 因 子 分 解 , 数 学 家 就 获得 了 有 关 这 个 
数 的 几乎 全 部 信息 ,在 本 章 的 后 … 部 分 将 对 此 作出 明晰 的 说 明 ( 见 
“密码 ”-… 节 }. 现 在, 我们 先 来 了 解 素数 本 身 . 

关于 素数 ,你 能 阿 的 最 基本 的 问题 是 它们 到 底 有 多 少 . 比如 问 有 
没有 最 大 的 素数 ,或 素 数 是 不 是 无 止境 的 ,因而 有 越 来 越 大 的 素数 ? 
粗 粗 一 看 ,它们 确实 非常 普遍 ,1 之 后 的 前 10 个 数 ( 即 2 至 11) 中 ,有 
5 个 索 数 , 即 2.3,5,7,11, 占 了 总 数 的 一 半 . 在 其 后 的 10 个 数 (12 至 
21) 中 ,有 3 个 素数 (13,17,19), 占 0.3 的 比 合 .在 22 至 31L 中 ,素数 
占 的 比例 仍 为 0.3. 但 在 接 下 去 的 两 组 (每 组 10 个 数 ) 中 ,比例 降 至 
0.2. 看 来 , 顺 着 自然 数 的 序列 , 越 往 后 素数 越 “ 稀 少 ". 表 1 说明, 小 于 
让 的 素数 的 个 数 ( 记 作 x(n)), 如 何 随 所 选 的 而 变化 ,并 给 出 了 其 
“密度 ”x (nn. 


n fm rR)/n 
1000 | 168 0.168 
10000 1229 0.123 
100000 9S92 0.006 
1000000 了 498 0.008 


表 1 素数 的 分 布 .对 各 个 rc 值 , 疆 出 小 于 mn 的 素数 的 个 数 rn). 
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可 上 更 , 顺 着 数 的 序列 往 前 走 , 素 数 变 得 稀少 了 .但 是 它们 最 终 会 
完全 枯竭 吗 ? 回答 是 否定 的 . 欧 几 蛙 得 已 证 明了 这 - 铺 论 ,他 使 用 的 
优 甘 的 数学 推理 方法 至 邻 仍 不 失 为 光辉 的 典范 .首先 ,想象 所 有 的 率 
数 按 大 小 列 成 表 : 

PsP2rpse™ 
所 以 ,六 =2.p=3,p3=S, 等 等 .目标 是 证 明 这 张 表 必定 会 永远 继续 
下 去 . 换 句 话说, 我们 必须 证 明 对 任 一 个 上 ,已 知 有 素数 pj),p2,p3， 
vpn, 则 在 pn 之 后 必然 还 有 不 同 的 素数 出 现 .证 明 的 读 窗 是 看 下 面 
这 个 数 


Y=pipipa pr 二 | 
记 是 由 所 在 的 素数 站,pavpa, 直 至 pn 的 乘积 加 上 1 得 到 的 .显然 总 
比 pn 大 , 徊 克 恰 为 素数 , 则 我 让 知道 pe 之 后 确实 还 有 --- 个 素数 ,这 
正 足 我 们 想 证 明 的 .只 一 方面 ,如 果 NW 不 是 素数 , 则 它 必 能 被 某 个 素 
数 恪 除 .不 站 把 此 素数 记 作 p. 可 是 你 用 p1,pzs,… ps 中 的 任何 一 个 
凤 数 去 除 N, 箔 得 余数 才 就 是 上 面 我 们 得 儿 NW 时 般 的 那个 ,因此 
我 们 的 p 一 定 是 另 -个 不 问 前 素数 ,这 样 就 已 经 证 明了 所 需 的 结 
沦 - 无 论 如 何 ,总 看 在 -个 比 p， 大 的 素数 ,所 以 我 们 可 以 得 出 结论 ， 
束 邹 表 将 无 限 延 续 下 去 . 
注意 ,我 们 并 不 知道 工 述 形式 的 N 是 不 是 素数 , 如 果 你 试 算 几 
个 例子 ,你 会 发 现 这 种 形式 的 数 行 往 是 素数 .例如 ， 
Ni1=2+1=3, 
N=2xX3+1=7, 
Ns3=2x3x5+1=3], 
Na=2x3x5x7+1=211, 
Ns=2x3x5x7x1l1+1=2311 
就 邦 是 素数 .但 接 下 去 的 3 个 数 不 是 : 
Noe=2x3x5x7Tx1lx13+] 
= 30031 = 59 x 509, 


N7 = 19 x 97 x 277, 
Ns = 347 x 27953. 
事实 上 ,巨人 人知 [ 晓 是 否 有 无 穷 多 个 形 如 
Ns =pipapa“pa+!l 
的 数 是 素数 ,同样 也 不 知 是 理 有 无 穷 多 个 这 样 的 数 是 合 数 ( 当然 ,这 
两 种 尚 不 确定 的 情形 中 必 有 一 种 是 真实 的 ). 这 只 是 有 关 素 数 的 许多 
陈述 简 印 的 间 题 之 一 ,它们 至 今 静 未 解决 . 
涉及 素数 的 最 其 名 的 本 解决 问题 之 一 是 哥 德 巴 款 猜想 (Cold- 
bach's bonjecture) .在 1742 年 给 1 了 欧 接 (Euer) 的 售 中 ,C' 哥 德 巴 赫 
提出 猜想 :每 -个 大 于 2 的 偶数 缘 为 两 个 素数 之 和 .例如 ， 
4=2+2， 
6G=3+3， 
8=3+5, 
10=5$+5, 
12=5+7. [51 
计算 机 已 对 100 000 000 以 下 的 所 有 偶数 作 了 验算 ,证明 对 于 这 些 
数 哥 德 马 次 猜想 成 立 ; 但 是 时 至 今日 ,还 没有 适当 的 办 法 证 明 整 个 猜 
想 的 正确 性 . 


素性 检验 


虽然 有 关 素 数 的 大 部 分 经 典 问 题 尚 未 解决 ,但 检验 … 个 数 是 查 
素数 的 方法 ,在 最 近 几 年 有 了 巨大 进步 “检验 素性 的 方法 7" 你 一 定 
会 大 声 地 问 , 那 不 是 很 显然 的 吗 六 确实 ,看 - -个 数 是 或 不 是 素数 ,有 
一 种 非常 白 然 而 直接 的 方法 .给 你 :个 数 ,比如 说 ,你 首先 看 2 是 
沁 能 整除 它 . 若 能 , 风 * 不 是 素数 ,任务 尘 成 ; 若 不 能 ,你 再 用 3 试 . 
若 3 能 整除 a, 则 不 是 素数 ,事情 了 结 ; 若 仍 不 能 ,试用 5 去 除 = 
{你 可 以 跳 过 4, 因为 你 已 坛 计 2 不 能 整除 n ,所 以 4 也 不 能 整除 m.) 
蔬 5 不 能 整除 mn ,上 骨 试 7.{( 这 回 你 可 以 跳 寺 6, 因为 2 和 3 都 不 能 整 

必 
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梨 1 章 深 数 , 因 


除 n.) 依 比 类 推 , 当 你 试 到 .rn 而 还 没 找 到 能 整除 n 的 数 , 那 么 你 就 
知道 = 必 是 素数 .{ 因 为 若 nt 不 屁 索 数 , 它 将 是 位 十 1 和 nn 中间 的 两 
个 数 x 和 zw 的 冬 积 ,市 上 x 和 zw 中 必 有 -个 不 大 二 wm.) 

[. 述 过 程 称 为 试 除 . 这 -方法 对 检验 不 太 大 的 数 氨 实 用 ,但 大 数 
字 杰 大 , 它 就 变 得 二 分 生 抽 . 让 我 们 看 它 会 变 得 移 么 不 合用 . 候 设 你 
在 现今 最 快 的 计算 机 上 使 用 高 效 的 程序 进行 成 除 ( 用 本 章 开 头 提 到 
过 的 计算 机 ) .对 于 一 个 有 40 位 数字 的 数 ,运行 该 程序 儿 乎 瞬间 就 能 

显示 出 结果 . 对于-- 个 20 和 位 的 数 就 麻烦 一 点 了 , 需 用 2 个 小 时 .对 于 
引 位 的 数 划 需 时 一 百人 忆 咎 , 令 人 吃惊 ,对 于 100 位 的 数 , 舌 用 的 年 数 
为 : 

1 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 
(这 里 有 36 个 零 ), 这 并 不 只 是 对 于 非常 大 的 数 作 无 关 紧 要 的 计算 . 
在 本 章 的 后 面部 分 将 说 明 , 介 于 如 位 至 100 位 数 中 的 素数 ,是 今日 
密码 体系 中 最 安全 的 - -种 密码 所 逢 要 的 ， 

你 如 何 来 确定 一 个 100 位 的 数 是 否 是 素数 呢 ? 目前 可 用 的 最 好 
方法 是 1980 年 左右 得 到 的 ,数学 家 阿 德 勒 曼 (Adjeman) .和 鲁 梅 利 
(Rumely) ,科恩 (Cohen) 和 伦 斯 特 拉 (Ienstra) 研 究 出 一 种 非常 复杂 的 
技 丰 , 规 在 以 他 们 和 名字 的 首 字母 命名 为 ARCL 检验 .在 上 面 提 到 过 的 
那 类 计算 机 上 进行 ARCL 检验 ,对 2 位 的 数 只 消 10 秒 钟 , 对 50 位 
的 数 用 15 秒 ,100 位 的 数 用 40 秒 . 如果 你 要 它 检 验 一 个 1000 位 的 
数 , 给 它 -星期 的 时 间 也 就 够 了 了 . 

这 种 检验 是 如 何 讲 行 的 呢 
它 超 出 了 普通 的 大 学 数学 的 范围 ,这 里 不 可 能 给 以 完全 的 问 管 ,但 解 
释 该 方法 的 中 心思 想 便 不 难 , 它 涉及 伟大 的 法 国 数学 家 费 蕊 {Piemre 
de Fermat, 1601 ~ 1665) 的 一 件 简 单 (而 上 分 精 妃 ?的 数学 工作 . 

费 马 虽 是 个 “业余 "数学 家 (他 的 专业 是 法 律 工作 ), 却 得 到 了 数 
学 中 一 些 最 精巧 的 结论 ,至 今 仍 不 失 其 光辉 .他 观察 到 的 一 个 事实 
是 , 若 p 是 索 数 ,那么 对 和 任何 小 于 的 数 a, 数 ar-1-1 能 被 p 佩 除 . 
屋 如 ,假定 我 们 到 万 二 了 利 w=2. 则 


了 


ap -1-1=26-1= 人 -1=6 人 3， 
此 处 63 确 能 被 7 整除 .你 不 妨 自己 对 任意 的 p 值 (素数 ) 和 a 值 ( 小 
十 天 ) 试 算 …- 下 ,结论 总 是 对 的 . 

这 就 给 出 了 -种 检验 一 个 数 5 是否 素 数 的 可 能 方法 . 先 计算 
2"-1 -1, 在 “能 否 整除 它 , 苦 不 能 , 则 am 不 会 是 素数 .(《 因 为 车 rn 是 
素数 ,根据 费 马 的 观察 ,你 将 导出 mn 能 路 整 除 3"-1-1.? 可 是 , 若 你 
发 现 n 能 整风 2" -1 1 区 能 得 出 御 么 结论 呢 ? 很 是 展 , 不 能 推出 * 
必 必 素数 ( 尽 绾 它 好 像 是 素数 ). 问题 出 在 费 马 仅 告诉 我 们 只 要 = 是 
素数 ,na 就 能 整除 2 1- 1, 疝 没有 说 合 数 都 不 其 有 这 种 性 质 . (这 就 
好 比 说 所 有 的 汽车 都 有 轮子 ;这 并 不 排斥 其 他 东西 有 轮子 ,比如 自行 
车 就 是 一 例 .) 事 实 二 ,确实 有 非 素 数 具 备 这 种 费 马 性 质 . 最 小 的 一 个 
是 341, 它 是 11 利 31 的 乘积 , 折 以 不 是 素数 :车 你 { 用 计算 机 ) 去 检 
验 一 下 就 会 发 现 341 能 整除 23240 - 1,( 过 一 会 儿 我 们 将 君 到 , 作 此 检 


验 并 不 需要 算出 239 的 值 . ) 类 似 十 豪 数 而 其 有 这 种 费 与 性 质 的 合 . 8- 


又 ,被 称 为 仿 素 数 . 所 以 , 当 你 用 费 节 的 结论 检验 素性 而 发 更 n 能 整 
除 2"-1- 1 工时 ,你 能 得 到 的 结论 是 := 或 是 素数 ,或 是 伪 素 数 .( 此 时 ， 
nn 是 素数 的 叮 能 性 比 较 大 ,因为 伪 吾 数 虽 然 也 有 无 究 多 个 ,但 出 现 的 
频率 比 真正 的 素数 少 得 多 .例如 在 小 于 1000 的 数 中 仅 有 2 个 ,小 于 
百 万 的 数 中 也 只 :有 245 个 .) 

顺德 指出 ,如 果 你 用 其 他 的 数 代 蔡 2( 比 如 用 3 或 5) 来 检验 费 马 
性 质 ,不 会 有 什么 不 同 .无 论 你 用 哪个 数 ,都 会 有 伪 素 数 出 现 , 使 你 在 
检验 素性 问题 时 无 法 得 到 绝对 肯定 的 回答 . 

利用 上 述 检 验方 法 ,你 无 须 计 算出 2" -4 我 们 已 经 知道 即使 mm 
不 大 大, 这 个 数 也 相当 大 . 你 需要 做 的 只 是 判断 能 否 整除 2 1- 
1. 这 就 是 说 在 计算 的 任何 一 步 都 可 以 扰 略 n 的 倍数 .换言之 ,要 计 
算 的 是 殷 如 用 5 除 2*-1-1 可 能 出 现 的 余数 .目的 是 判断 此 余数 是 
不 是 寄 , 显 然 a 的 倍数 不 会 影响 这 个 余数 ,所 以 可 忽略 不 计 , 数 学 家 
《和 计算 机 程序 滩 计 者 } 有 标准 的 符号 标记 余数 ;用 B 除 4 所 得 的 余 
数 记 作 
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AmodB. 
于 是 我 们 就 可 写 出 诸如 5mod2 是 1,7mod4 是 3 和 8mod4=0. 
作为 费 蕊 检验 的 -个 例 于 ,我 们 来 检验 数 61 的 素性 .我 们 需要 
算出 数 
(20 - 1 )mod61. 
车 此 数 不 为 零 , 则 61 不 是 素数 . 若 它 是 霉 , 则 61 或 是 素数 或 是 伪 率 
数 ( 事 实 王 我 们 已 经 知道 它 是 真正 的 素数 ), 我 们 将 避免 计算 那个 大 
数 2 ,我们 先 看 出 站 = 64, 因 此 ,25mod61=3. 村 是 ,因为 20= (26)5， 
我 们 得 到 ， 
23mod6l1 =(2omod61)”>mod6l = 35mod61 
= 243mod61 = 60， 
十 是 ， 
260mod61 = (27) mo0d6] = (22mod61)*mod61 
= 602mod61 = 3600mod61 = 1. 
因此 ， 
(2% -~ 1)}mod61 =0. 
此 处 最 后 的 答案 是 0, 故 结论 为 :61 或 是 素数 或 是 伪 素 数 . 
你 也 许 想 自己 试 算 个 例子 ,那么 你 不 妨 先 验证 


2'0mod341 = 上， 
然后 利用 这 个 事实 证 明 
2340mod341 = 1 . 
这 个 结果 告诉 你 341 或 是 素数 或 是 伪 素 数 (如 前 面 已 指出 过 的 ,341 
事实 上 是 伪 素 数 ). 


ARCL 检验 改进 了 和 费 马 检验 , 它 不 再 受 伪 素 数 的 “ 恩 秀 ”. 这 一 改 
进 需 用 赚 许 多 高 深 的 数学 .( 如 果 你 真 的 想 自己 领略 一 下 这 方法 ,可 
以 去 看 科恩 和 伦 斯 特 拉 写 的 文章 “素性 检验 和 雅 可 比 和 "(Primality 
testing and Jacobi sums) , 刊 于 数学 研究 茶 志 《* 计 算数 学 》(Mathematics 
of Computation ) 1984 年 第 42 卷 第 297 ~330 页 .) 


弘 学 : 新 的 次 全 时 入 


梅 森 {Mersenne) 素数 


ARCL 检验 是 目前 得 到 的 进行 - - 般 目 的 的 素性 检验 的 最 快 的 方 
法 .此 处 的 “-- 般 日 的 " 意 指 它 适用 于 仔 意 给 定 的 数 = .对 于 共有 特殊 
结构 的 数 ,通常 存在 可 供 选 用 的 更 快 的 方法 ,它们 是 通过 利用 数 的 特 
殊 结 构 而 加快 检 验 速 度 的 .这 方面 最 引 人 注 目的 例子 是 形 如 2 -~ 1 


的 数 - 如 今 称 这 种 形式 的 数 为 棒 森 数 ,以 17 捞 纪 法 国 修 道上 M' 梅 森 


的 名 宁 命 名 . 

梅森 在 1644 年 出 版 的 车 作 《 物 理 数学 随感 》( Cogitata Physica - 
Mathematica) 的 序言 中 称 ,对 村 =2,3,5,7,13.,17,19,31.,67,127， 
257, 数 上 H, = 2" -1 是 素数 ,而 对 其 他 所 有 小 于 257 的 数 n ,WM 是 合 
数 .他 是 如 何 得 到 这 -结论 的 呢 ? 无 人 知晓 .但 他 确实 惊人 地 接近 了 
真理 . 让 刘 1947 年 在 了 人 台 臣 计算 机 ,人 们 才能 检查 他 的 结论 他 只 犯 
了 5 个 错误 :War 和 型 257 相 是 素数 ,而 新 1 ;用 gy 和 村 是 素 狼 . 

梅森 数 提 供 了 - -种 找 出 非常 天 的 素数 的 漂亮 方法 .函数 2" 随 = 
的 增 大 快速 增长 .这 保 让 了 梅森 数 MM 很 抉 就 变 得 极 太 ,大 们 便 想 到 
去 寻找 那些 使 YM, 为 素数 的 4. 这 类 素数 称 为 答 亲 素数 .初等 代数 娄 
识 告 诉 我 们 ,除非 n 村 身 是 素数 ,否则 MF, 不 会 是 素数 ,所 以 我 们 兵 
需 注 意 取 素 数值 的 = .不 过 大 多 数 素 数 n 也 时 有 敏 梅森 数 籽 。 是 合 数 ， 
看 米 寻 找 适 当 的 n 并 不 容易 一 一 尽管 前 几 个 数 让 称 觉 得 并 不 难 , 内 
为 


M;=2—1=3, 
M;=23—-1=7, 
NW;=2 -1=31, 
M;= 2 -1=127, 
都 是 素数 .但 足 好 最 不 长 ， 
M1 = 2047 = 23 x 89. 
1 
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接 下 去 是 3 个 素数 ; 
M13 = 8191, M7 = 131071, Mig = 524287. 

此 后 梅森 素数 变 得 比较 难 找 了 . 接 下 去 的 5 个 便 用 , 为 素数 的 4 值 
是 31,61,89,107,127. | 

第 -次 看 到 上 面 这 些 数 值 的 大 多 数 人 可 能 立即 得 出 结论 : 若 P 
本 身 是 梅森 素数 , 则 HM, 也 是 素数 . 初 看 起 来 它 确 实 不 错 :3 是 梅森 素 
数 ,M: 也 是 ;7 是 梅森 素数 , 村; 也 是 ;31 是 梅森 素数 ,Ma 也是; 对 
127 和 用 1w 情 况 亦 然 .可 是 这 种 模式 到 此 为 止 .尽管 819] 是 梅森 素 
数 ( 等 于 时 ,可 是 型 sl( 它 有 2466 位 数字 组 成 ) 是 合 数 .这 是 在 
1953 年 使 用 一 台 早 期 计算 机 发 现 的 (参见 本 章 有 关 完 全 数 的 一 节 }. 

事实 上 时 至 今日 ,内 找到 了 30 个 梅森 素数 . 上面 列 出 的 使 时 
为 素数 的 12 个 n 值 ,在 本 世纪 初 就 知道 了 .其 后 的 5 个 {n = 521， 
607,1279,2203,2281) 都 是 在 1952 年 由 及 ' 鲁 演进 (Raphael Robin- 
son) 利 用 SWAC 型 计算 机 发 现 的 ,1957 年 ,H* 里 塞 尔 (Hans Riesel ) 
利用 BESK 型 计算 机 又 发 现 了 一 个 4 = 3217. 1961 年 ,4A* 均 维 臣 
(Alexander 条 urwitz) 和 用 一 台 IBM7090 型 计算 机 得 到 了 n = 4253 利 
4423 .1963 年 D :吉利 斯 (Donald Gillies} 在 JLLIAC - 于 型 机 上 找到 了 
n=9689,994] 和 11213.B' 塔 上 紧 (Brant Tuckerman) 的 TBM360 - 
9] 珊 机 在 1971 年 捕捉 到 了 n = 19937, 下 一 个 发 现 是 在 1978 年 , 那 
个 创 纪 有 水 的 紫 数 成 为 报纸 的 头 版 新 闻 .报道 称 丙 名 18 岁 的 高 中 生 L: 
尼 点 尔 (TLaura Nickel) 和 CC 诺尔 (CCurt Nolly ,经 过 3 年 的 努力 和 350 
小 时 的 计算 机 计算 (使 用 加 州 大 学 海 沃 德 分 校 的 CYBER174 型 计算 
机 ) ,发 现 了 有 6533 位 数字 的 梅森 素数 呆 w701. 一 年 后 ,诺尔 改写 了 
这 个 纪录 ,找到 了 有 的 87 位 数字 的 素数 村 3232. 同年 晚 些 时 候 , 该 纪 
尖 久 被 突破 ,这 次 是 位 年 轻 的 程序 设计 员 DD :斯 洛 文 斯 基 *David 
利用 极 强大 的 CRAY -型 计算 机 .他 找到 了 有 13395 位 数字 的 素数 
有 444or- 1982 钻 , 间 -个 人 和 计算 机 的 配合 ,证 明了 sz 《一 个 有 有 
25962 位 数字 的 数 } 是 素数 .此 后 ,在 更 强大 的 CRAY -XMP 型 机 上 ， 
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斯 洛 文 斯 基 更 上 - 层 屡 . 得 到 了 有 39751 位 数字 的 素数 民 13z049. 最 
后 ,于 1985 个 9 月 ,在 得 克 萨 斯 州 的 休斯敦 市 , 谢 大 隆 地 球 科学 研究 
所 的 CRAY - XMP 型 机 发 现 了 上 有 65050 位 数字 的 及 21gm1 ;成 为 当今 
的 最 新 纪录 . 《因为 谢 夫 隆 研 究 所 使 用 的 是 斯 洛 文 斯 基 设 计 的 “素数 
发 现 省 "程序 ,这 一 发 现 理应 归功 于 他 ,他 们 之 所 以 愿意 用 这 个 程序 ， 
原因 是 它 能 以 有 效 的 方式 显示 湾 计 算 机 系统 的 作 何 故障 . } 了 
故事 就 到 此 结束 了 吗 ?” 也 许 不 然 . 人 们 狂想 梅森 素数 是 无 止境 
的 一 一 它们 有 无 限 多 个 ,不 过 日 前 尚未 证 明 . 我们 确 举 知道 的 是 它们 
至 少 有 30 个 ( 即 至 今 已 验证 过 的 那些 . ) 
检验 梅森 数 的 素性 的 方法 非常 简单 (其 数学 背景 则 不 然 ), 现 称 
声卡 斯 - 菜 歌 【Lucas - Lehmer) 检 验 ;E' 点 卡 斯 和 于 1876 年 发 现 了 其 
基本 思想 ,D: 莱 默 则 于 1930 年 铬 出 了 具体 方法 .为 检验 梅森 数 村 ， 
是 否 是 素数 (假定 已 知 ”为 素数 ), 可 按 下 述 规 则 计算 (C0), Ut1)， 
Un 一 2) 这 些 数 : 
U0) =4, 
LE+1)= {UE 21modM,. 
若 你 最 后 得 到 Un -2) =0. 则 MM, 是 素数 .车 UC(n 2)z0, 则 时 。 
不 是 素数 . 
例如 ,我 们 要 想 用 卢 卡 斯 - 药 默 给 验 判 断 本; 是 否 束 数 ( 因 型 
=25-1=31, 非 常 简单 ,我 们 已 经 知道 它 是 素数 ,这 里 只 为 讲 清楚 方 
法 ), 让 我 们 作 下 述 计算 : | 
UO)=4, 
UI) = {4-2)mod3l = 14mod31 = 14, 
U2)= (142- 2)mod31 = 194mod31 = 8, 
U3) = (8: -2)mod3!1 = 62mod31 = 0. 


中 1992 秆 3 上 月 ,发 现 了 效仿 已 知 的 第 31 个 梅森 素数 Ms, 它 共 有 227832 位 ;1994 
年 区 发 更 了 第 32 个 梅森 圳 数 , 它 有 258716 位 ;1996 年 9 月 ,美国 战 斯 康 星 州 训 雷 研 究 所 
发 现 了 最 新 的 梅森 素数 Mizsrre , 它 共有 378632 位 ,一 一 译 者 注 . 
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由 于 (3)=0,NY; 必 为 素数 . 
你 不 妨 自己 对 下 面 两 个 数 进行 检验 :前 7 = 127( 这 是 素数 ) 和 
M1 =2047( 这 不 是 素数 ,参见 前 面 ). 


因子 分 解 


在 颇具 声望 的 美国 数学 会 于 1903 年 10 月 举行 的 会 议和 晶 程 ]-， 
列 有 数学 家 F-N: 科 尔 (Frederick Nelson Cole) 提 交 的 一 篇 文章 , 它 的 
是 蝇 相 当 平 凡 :“ 美 十 天 数 的 因子 分 解 ”. 当 轮 到 他 讲演 时 , 科 尔 走 到 
黑板 前，- 言 末 发 便 作 起 2 的 戎 次 的 演算 , 直 全 2 的 67 议 蜘 ,然后 从 
所 得 铬 困 中 减 去 1; 他 沉默 无 言 地 走 到 黑板 的 空白 由 ,又 将 下 述 防 数 
相 乘 : 

193707721 和 761838257287 

防 次 演算 的 管 案 是 . - 样 的 .然后 他 还 是 未 吐 一 字 回 谢 了 座位 上 ,这 时 
全 场 听众 站 了 忠 来 为 他 热狗 鼓掌 ,这 在 美国 数学 会 开会 的 认 史 土 是 
绝 乒 仅 名 的 一 次 ， 

科 尔 所 微 的 {用 了 他 20 年 米 的 所 有 同日 下 午 } 就 是 叶 找 梅森 数 
型 6 的 素 因 子 .1867 全 以 来 ,人 们 已 经 知道 好 6 是 合 数 , 那 是 三 ' 卢 卡 
斯 本 人 用 上 户 卡 斯 ( 现 称 户 卡 斯 - 莱 默 ) 检 验 发 现 的 .该 检验 虽然 能 加 
竺 给 定 的 梅森 数 是 素数 太 是 合 数 的 问题 ,但 对 于 合 数 的 因子 却 -- 无 
所 知 .tARCL 检验 也 是 如 此 ,前 面 已 大 致 描述 了 和 苛 它 的 评价 .事实 
于 ,有 日前 使 用 的 任何 快速 素性 检验 法 都 如 此 .) 

那么 ,你 如 何 去 找 合 数 的 因子 呢 ?” 尝试 法 显然 不 在 考虑 之 列 , 理 
由 女 在 讨论 素性 检验 时 说 明 的 一 样 , 它 不 实用 ,但 实际 上 ,日 前 所 有 
用 二 素性 检验 和 因子 分 解 的 办 法 中 又 都 少不了 试 除法 .-- 般 在 开始 
阶段 它 运 算 志 来 并 不 悍 ,比如 先 用 前 - 百 万 个 素数 做 试 除 .如 果 找 到 
一 个 因子 ,那么 素性 和 因子 分 解 问题 就 都 解决 了 .车 术 找 到 ,这 时 你 
宇 少 知道 这 个 数 或 是 素数 或 是 合 数 ;而 着 是 合 数 , 它 只 有 极 太 的 紊 办 
子 . 后 考 是 费 马 考虑 的 -种 简单 的 因子 分 解法 的 出 发 点 ,下 面 就 描述 
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过: 的 入 全 时代 


这 种 方法 

没 n= ws, 其 中 到 和 和 vw 部 是 大 的 人 如 数 , 并 不 妨 令吉 和 过 vz,《 我 们 假 
设 4 以 有 友 的 素 因 子 , 面 临 的 问题 恰好 是 x 为 台数 而 要 找 出 它 的 因 
和 于. ) 今 


= 了 (w+ 2). =) 


于 是 ,0 扫 y 了 二 立志 于 人 
=(x+Y)(x-y)= x Y, 


它 可 改写 为 
y= x (C1) 
反之 , 若 * 和 y 满足 方程 (1). 则 = 可 分 解 因子 为 
n=tx+ yx y). (2) 


因此 ,将 n 分解 为 丙 个 数 的 乘积 等 价 于 云 找 册 满足 方程 (1) 的 
数 x 和 和 7, 此 时 最 后 的 因子 分 解 电 方程 (42) 给 出 (注意 ,这 不 一 定 能 
得 到 m 的 素 因子 分 解 .不 过 … 旦 一 个 数 被 分 解 为 两 个 因子 ,这 两 个 
四 子 又 可 能 继续 分 解 ,此 时 任务 就 简单 多 了 ,因为 数 越 小 分 解 越 容 
易 .) 

六 了 找 出 满 是 方程 (1) 的 x 和 y, 可 先 从 开始 演算 一 一 k 是 大 
于 等 寸 Yn 的 所 有 数 中 的 最 小 者 .依次 检验 x= Ex = 下 +1,x = 下 十 
2,… 这 些 数 是 否 能 使 x: -~ n 成 为 完全 平方 数 .一 - 旦 找到 这 样 的 x, 当 
然 分 解 工作 就 完成 了 . 悄 若 a 有 两 个 大 小 相近 的 因子 (因此 很 接近 
开始 时 考虑 过 的 mh) ,其 中 之 一 应 能 很 供 地 被 找到 . (如 果 你 想 亲 自 
试 试 ,不 久 对 10379 和 93343 武 算 一 下 .} 

我 们 在 各 种 办 法 能 如 速 上 述 和 运算 过 程 .例如 ， 假如 你 用 于 算 , 就 
没有 必要 每 次 前 算出 4? 的 六方 根 以 判断 其 值 是 不 是 整数 .因为 
没有 一 个 完全 平方 数 的 最 后 一 位 性 数 字 2,3,7 或 8, 所 以 只 要 发 现 
> -的 来 位 数字 是 这 儿 个 数 , 相 应 的 % 值 可 立即 不 再 予以 考虑 ， 

费 功 本 人 利用 这 一 方法 得 到 本 如 下 分 解 

2027651281 = 44021 x 46061. 
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第 i 草 和. 用 分 角 和 家 三 ， 


计算 机 使 用 某 些 机 当 复 洒 的 方 活 可 “瞬时 排除 ?下 可 能 的 x 值 ( 这 - - 
过 程 被 形象 地 称 为 得 法 ). 1974 年 ;加州 天 学 们 上 克利 分 校 的 数学 家 建 
壮 了 一 台 专 为 得 数 用 的 出 了 装置 SRS - 181, 它 每 秘 能 利 2 干 万 个 数 ， 


费 马 数 


第 二 个 费 马 数 是 这 样 得 到 的 : 它 是 2 的 某 次 蕊 再 加 1, 该 知 次 本 
身 是 2 的 n 次 攻 , 即 


r=2 +1. 

于 是 ,=3, 记 =5,F3=17, 所 =257( 由 于 在 重复 地 使 用 指数 晃 数 ， 
上 殿 快 速 增长 的 势头 已 经 显露 出 来 ) ,而 4=26+ 工 -65537， 

由 于 费 与 在 1640 御 给 梅森 的 - 封 信里 提 到 了 这 些 数 , 遂 引 起 了 
大 作对 它们 的 兴 进 . 费 马 注意 到 Fo 到 下 这 所 个 数 都 是 案 数 ,他 在 
信 中 写 道 :我 已 发 现形 由 22 +1 的 数 永远 是 素数 ;很 久 以 前 我 就 问 
分 析 学 家 们 指出 了 这 个 定理 是 正确 的 . "这 段 话 对 所 有 只 根据 少量 信 
息 就 下 结论 的 人 而 言 , 是 但 得 引 以 为 戒 的 警钟 . 费 蕊 尽管 对 于 数 有 极 
强 的 判断 为 ,但 上 述说 活 却 是 错误 的 .伟大 的 瑞士 数学 家 工 - 欧 拉 在 
1732 年 首先 推翻 了 他 的 结论 ; Ps = 4294967297 不 是 素数 . 欧 拉 是 用 
试 除法 得 到 这 个 结果 的 ,但 具 讽 刺 意 味 的 是 ,用 费 马 自己 的 检验 法 直 
接 计 算 也 能 证 明 Fs 并 非 素 数 .你 还 记得 这 种 检验 吧 ; 若 p 是 素数 ， 
则 35-1modp =1; 对 于 p= ,37-1modp = 3029026160, 所 以 下 ;不 
可 能 是 素数 . 

续 后 的 工作 已 表明 费 蕊 在 这 个 问题 上 是 大 错 特 错 的 , 现 知 对 从 
5 至 16 的 所 有 n 值 ,FF 皆 为 合 数 ,对 其 他 许多 na 值 亦 然 ; 目 前 猜测 
对 所 有 大 于 4 的 值 , 启 全 是 合 数 . 

费 马 数 还 成 了 另 一 个 实例 ,其 特殊 的 形式 可 能 有 助 于 有 效 地 来 
检验 它们 的 素性 一 一 这 种 被 普遍 接受 的 方法 称 为 普罗 斯 (Proth ) 定 
理 : 费 己 数 FF, 是 素数 , 当 且 仪 当 
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30m 2modF, = -1. 
这 个 结论 能 非常 有 残 地 检验 -一 个 帆 马 数 的 素性 【你 可 能 猜 狂 了 ., 它 
跟 让 面 这 论 过 的 费 马 检验 关系 密切 . } 但 我 们 现在 的 兴趣 不 在 检验 费 
马 数 的 素性 ,而 在 将 已 知 为 合 数 的 数 进行 因子 分 解 .近年 来 这 -领域 
有 了 一 些 长 足 的 进步 ,而 且 在 数学 王国 之 外 有 应 用 .( 和 参见 本 章 有 关 
密码 的 一 字 .) 

我 们 已 指出 , 属 拉 证 明了 费 马 娄 下 ; 是 人 台数. 欧 拉 还 算出 了 它 的 
一 个 素 因 于是 641.1880 年 ,起 德 里 (andry) 证 明 Fe 是 合 数 , 也 找到 
了 它 的 -一 全 素 因 子 :274177. 至 于 ,情况 稍 有 不 同 . 莫 尔 黑 德 
【Morehead) 利 韦 斯 顿 ( 亚 esterm ) 在 1905 年 就 证 明了 它 是 合 数 ,可 述 至 
1971 年 才 由 布 里 尔 哈 特 (Brillhad) 和 英里 森 (Merrison) 利 用 IBM360 
一 91 型 计算 机 找到 了 它 的 因子 

Fy =258+1 
= 340282366920938463463374607431768211457 
= 59649589127497217 x 5704689200685129054721. 
他 们 使 用 了 很 早 由 菜 默 {Lehmer) 和 饱 尔 斯 (Powers) 提 出 的 一 种 涉及 
连 分 数 的 方法 ,计算 持续 了 的 -- 个 半 小 时 . 连 分 教 法 (按照 现在 的 称 
呼 ) 的 改进 型 提供 了 目前 最 好 的 儿 种 因 下 分 解 方法 . 

就 是 1905 年 证 明 上 为 合 数 的 莫 尔 黑 德 和 韦 斯 顿 ,又 在 1909 年 
发 现 下 是 合 数 .可 是 要 到 1981 年 才 由 布 伦 特 (Brent) 和 波 拉 德 (Pol- 
lard) 找 出 其 因子 分 解 ,整个 计算 在 UnivacI100742 型 计算 机 上 进行 
了 2 小 时 . 波 拉 德 自己 设计 的 方法 不 同 于 大 多 数 数学 方法 , 它 不 能 保 
证 - 定 算出 肯定 的 结果 ,依据 其 数学 背景 所 能 得 出 的 结论 只 是 ; 当 执 
行 运算 时 , 极 有 可 能 在 合理 的 时 间 内 得 到 一 个 数 的 因子 分 解 , 不 可 能 
的 概率 很 小 ,所 以 ,这 种 方法 不 同 于 试 队 法 ,后 者 在 10 忆 年 内 得 到 解 
管 的 机 会 很 小 ; 波 拉 德 前 方法 明 然 也 全 有 机 会 的 因素 ,但 其 巧 阔 之 处 
在 于 机 会 妨 好 干 给 出 可 能 的 因子 .近年 来 出 现 了 一 些 所 亩 的 蒙特 卡 
洛 方法 (Monte Carlo method) ,诸如 波 拉 德 的 因子 分 解 技术 ,它们 会 去 
结论 成 立 的 完全 确定 性 , 换 来 的 是 在 相当 短 的 时 间 内 得 到 有 航 大 的 
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可 能 性 成 立 的 结论 . 
Fst 它 由 78 位 数字 构成 ) 的 两 个 素 因 子 是 
1238926361552897 


903461639715357977769163558199606896584 
051237541638188580280321. 

在 写作 本 书 时 , 尚 无 人 能 分 解 Po. 如果 德国 数学 家 天 :F: 高 斯 
《Karl Friedrich (3auss) 能 活 到 现在 有 了 高 速 计算 机 的 时 代 , 也 许 对 此 
会 有 帮助 .高 斯 确实 导出 过 与 经 典 的 希 腾 几何 问题 相 联 系 的 .有 关 费 
马 数 的 最 令 人 惊讶 的 成 果 . 这 项 成 果 以 及 高 斯 的 许多 发 到 ,促使 我 要 
对 这 位 具有 世上 最 惊人 的 数学 头脑 的 人 作 专 门 的 介绍 . 


惊人 的 数学 头脑 


卞 尔 ' 弗 里 德里 希 * 高 斯 1777 年 生 在 现 位 于 德国 的 不 伦 瑞 克 市 . 
他 的 父亲 是 名 瓦 匠 , 希 望 儿 子 成 为 他 的 帮手 ,又 能 于 活 又 能 算账 .年 
轻 的 高 斯 看 来 很 适合 记 账 ,在 3 岁 时 就 曾 玻 正 过 父亲 计算 工资 时 的 
错误 .数学 真是 幸运 (更 不 必 说 物理 和 天 文学 『) ,掌权 的 公 恬 很 快 果 
说 了 这 个 孩子 的 天 才 , 便 安 排他 接受 正规 教育 . 15 岁 那 年 ,高 斯 的 能 
力 已 大 克 超 出 了 他 的 老师 ,于 是 进 了 卡 罗 霖 学 院 .在 三 年 的 学 院 生 活 
期 闻 , 那 里 的 教授 也 不 得 不 承认 高 斯 超过 了 他 们 . 

1795 年 ,高 斯 还 是 个 大 学 生 , 他 对 涉及 希腊 几何 和 费 马 数 的 -- 
个 问题 作 了 令 人 注目 的 研究 ,其 成 果 写 进 了 他 的 巨著 4 算术 研究 3 的 
第 7 节 和 最 后 一 他, 这 本 书 于 180t 年 出 版 , 那 年 高 斯 仅 24 岁 ; 此 书 
成 为 今日 数论 之 基础 (数论 是 数学 中 研究 自然 数 性 质 的 一 个 分 支 党 
科 , 本 章 的 内 容 只 涉及 其 一 小 部 分 )， 

古 希 腊 数 学 家 最 喜爱 的 问题 之 一 是 使 用 直 尺 {不 带 刻度 ,只 适合 
画 直 线 ) 和 国 规 (只 能 用 来 画 贺 的 台 ,不 能 用 于 在 纸 上 移 动 而 量 出 等 
长 线 锋 ) 画 出 平面 图 形 ( 圆 ,三 角形 .了 胖 行 四 边 形 等 ). 通 常 靠 着 相当 巧 
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隶 的 设计 ,人 们 公用 于 两 种 最 朝 等 的 工具 就 能 进行 许多 几何 图 形 的 
作 蔽 .{ 直 到 本 计 妃 60 年 代 中 期 以 前 ,这 类 作 图 是 全 世界 的 学 生 的 数 
学 课 中 重 昌 的 内 容 , 希腊 人 已 经 知道 如 何 去 曾 正 mn 边 形 ,此 处 = 
3,4.S,6,8,10,12,145.16.( -个 多 边 形 称 为 正 多 边 形 ,是 指 它 所 有 的 
边 部 等 长 ,所 有 的 内 前 都 相等 . ) 

19 岁 时 高 斯 证 明了 ; -个 让 rn 边 形 可 仅 用 家 尺 和 网 规 作 图 , 当 
且 仪 当 或 者 n = 2*( 玉 是 某 个 数 ) 或 者 n= 2 外 1p2…prt 上 是 某 个 数 )， 
其 中 pi, pz,…,p, 是 不 同 的 费 马 素数 .特别 地 ,对 任 一 个 费 马 素数 
P ,你 能 通 出 企 p 边 形 , 对 十 第 一 个 费 马 素数 Po = 3, 你 能 画 出 等 过 
三 角形 ,这 很 容易 做 到 ;对 下 -- 个 和 = 了 体 可 曾 出 赴 五 边 形 , 因 为 
Pa=17 也 是 费 马 素 数 ,所 以 高 斯 的 缚 论说 明正 17 边 形 是 可 以 用 下 
只 和 圆规 作 几 的 .这 是 台 希 腾 时 代 以 来 在 正和 多 边 形 作 疼 问 题 上 的 第 
-个 (也 是 唯 的 ) 进 展 . 高 斯 允 此 发 现 十 分 自 疗 , 曾 请 求 在 他 的 幕 碑 
上 刻 上 : -个 下 17 边 形 . 这 …: 要 求 虽 末 实 现 , 但 在 他 家 乡 不 伦 瑞 克 为 
他 竖立 的 纪念 碑 上 从 了 这 样 的 和 多边形. 


完 全 数 
毕 达 哥 拉 斯 的 信徒 (公元 前 6 世纪 的 数学 家 毕 达 哥 拉 斯 


(Pythagoras) 的 追随 者 ) 注 意 到 ,. 数 6 有 一 个 特性 , 它 等 于 它 自己 的 因 
子 ( 不 包括 它 自身 ?的 和 : 


6=1+2+3, 
6 之 后 具有 同 幸 性 质 的 下 一 个 数 是 28. 能 整除 28 的 数 是 1,2,4,7,14 
和 28 本身 , 疝 
28=1+2+4+7+14. 
毕 达 哥 拉 斯 的 信徒 称 这 类 数 为 完全 数 . 

在 公元 1 世纪 的 一 本 书 4 算 术 入 人 门 3 中 ,希腊 数学 家 尼 囊 马 修 斯 
【Micomachas) 列 出 了 4 个 完全 数 ,(6 和 28 之 后 的 ) 第 三 个 是 496, 下 
一 个 是 8128, 由 此 可 得 出 两 个 猜测 :第 n 个 完全 数 合 有 " 个 数字 , 完 
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[49] 


敌 1 章 “ 闪 数 : 因 也 分 类 和 帮 


全 数 的 最 后 -一 位 数字 以 6 和 8 交 昔 出现. 这 两 个 猜测 都 是 错 的 . 首 
先 ,不 存在 5 位 数 的 完全 数 ,进而 , 明 然 第 5 个 完全 数 确 以 5 结 碟 ,等 
于 33550336; 订 第 6 个 亦 然 ,等 于 8589869056.{ 然 而 ,任何 完全 数 确 
实 痢 以 6 或 8 结 尼 .这 可 以 直接 证 明和 而 扰 需 知道 哪些 具体 的 数 是 完 
全 数 .) 

欧 几 里 得 在 大 约会 元 前 350 ~ 300 年 间 ， 在 他 的 《原本 》 第 羽 
卷 中 证 明了 : 若 2" -1 是 素数 ， 则 数 2*-， (2 - 1) 是 完全 数 ， 西 
于 年 后 ， 欧 拉 证 骨 每 个 偶 完 全 数 都 共有 这 种 形式 . 这 就 在 和 梅森 素数 


”和 完全 数 之 间 建 立 了 紧密 的 联系 ， 它 立即 能 准确 地 说 出 存在 30 个 
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人 眉 完 全 数 ， 事实 上 ， 我 们 不 知道 有 奇 完全 数 ， 人 们 猪 想 所 有 的 完全 
数 都 必定 是 偶数 .最 然 这 一 结论 尚未 证 明 ， 而 能 收集 到 的 证 据 什 都 
有 利于 这 个 猪 想 . 现 知 若 果 然 存在 亲 完 全 数 的话 ， 它 必 大 于 101%， 
并 且 全 少 有 11 个 不 同 的 素 因 子 . 男 -- 方 面 ,， 历史 告诫 我 们 ， 对 完 
全 数 作 狂想 上 庶 十 分 谨慎 P: 巴 溢 (Peter Barlow》 在 他 1811 年 的 车 
作 《数论 》 中 号 道 ， 欧 拉 于 1772 年 发 现 的 有 19 位 数字 组 成 的 第 8 
个 完全 数 2 (2 -1) “是 所 能 找到 的 最 大 的 完全 数 ; 因为 它们 只 
能 满足 好 奇 心 而 没有 任何 用 和 处， 所以， 大 概 术 会 再 有 人 试图 去 时 找 
超过 它 的 完全 数 了 .” 

巴 洛 说 的 完全 数 只 有 满足 好 奇 心 的 价值 似乎 不 错 , 可 是 他 显然 
低估 了 好 奇 心 的 作用 ,本 章 第 工 节 已 充分 表明 了 好 奇 心 的 力量 .无 
疑 ,完全 数 非 常 奇特 . 例 如 ,每 -- 个 ( 偶 ) 完 全 数 皆 为 三 角形 数 {trian- 
gular); 即 它 可 由 排列 成 等 边 三 角形 状 的 球 的 总 数 来 表示 (等 价 于 写 
成 n(n + 1 的 形式 ). 另 一 个 事实 是 ;对 除 和 以 外 的 任 -一 完全 数 ,你 
把 它 的 各 位 数字 相 如 ,其 结果 必 等 于 9 的 某 个 伴 数 再 加 1. 与 此 相关 
的 铺 论 是 任 一 完全 数 的 数 枢 (digital root) 等 于 1. (所 谓 数 根 ,是 指 你 
把 该 完全 数 的 每 一 位 数字 相 加 ,再 把 所 得 和 数 的 每 -- 位 数字 相 加 , 直 
至 最 后 得 到 的 和 数 为 -位 数 ,此 一 -位 数 即 原 数 的 数 根 .)》 

此 外 , 短 个 完全 数 可 站 为 连续 的 疝 数 的 立方 和 .人 重 如 
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28 = 13+ 33 

496= 13+ 33+ 53+ 万. 
还 有 ,和 若 n 是 完全 数 , 则 n 的 所 有 因子 的 倒数 的 和 永远 等 于 2. 例 如 ， 
6 的 因子 为 1,2,3,6, 则 

1 1 1 1 

T2131+6 
事实 上 ,尽管 巴 说 宣称 完全 数 无 用 ,可 是 大 们 在 花费 如 此 多 的 精力 寻 
找 这 些 “ 奇 特 " 的 数 的 时 候 , 其 中 所 作 的 计算 本 身 已 为 兰 断 计算 机 的 
能 力 提供 了 -- 种 标准 . 拿 梅 森 数 有 49 为 例 , 它 是 第 -个 打破 使 梅森 
数 成 为 素数 的 梅森 素数 链 的 数 { 和 参见 本 章 第 4 节 ). 为 了 论证 这 个 有 
2466 位 数字 的 数 不 是 素数 (因而 也 不 能 产生 出 .- 个 完全 数 ) ,1953 年 
有 人 首先 在 ILLIAC - 工 型 机 上 利用 卢 卡 斯 - 药 默 检验 进行 演算 , 居 
然 用 了 100 小 时 . 后 来 计算 时 间 显 著 缩 短 了 :IBM7090 型 机 用 了 5.2 
小 时 ,ELIAC - [型 机 用 了 49 分钟,IBM360 - 91 型 机 用 了 3.1 分 
钟 ,而 CRAY -1 型 机 仅 用 了 10 秘 钟 . 


=2. 


密码 


1982 年 秋 , 存 加拿大 温 尼 伯 市 举行 的 科学 会 议 期 间 , 两 位 数学 
家 和 一 位 计算 机 工程 师 于 某 天 晚上 外 出 喝 啤 酒 ,两 位 数学 家 很 快 转 
入 了 如 何 分 解 大 数 的 因子 的 话题 ,自然 磁 上 了 计算 问题 .计算 机 工程 
师 听 着 他 们 的 谈话 ,指出 他 设计 的 一 台 特 殊 的 计算 机 可 能 很 容易 地 
克服 他 们 各 到 的 - -个 主要 的 困难 .这 次 在 啤酒 店 磁 巧 发 生 的 事 , 对 数 
据 安 全 的 研究 将 产生 重大 的 影响 .大 数 的 因子 分 解 十 分 困难 ,这 正 是 
-- 种 最 安全 的 密码 笨 系 的 关键 所 在 ,纯粹 数学 申 一 种 看 来 无 用 而 深 
奥 的 研究 课题 ,居然 成 为 现代 安全 体系 的 基础 ,这 是 本 世纪 数学 中 发 
生 的 最 有 趣 的 故事 , 它 也 向 那些 随意 宣称 某 件 科学 工作 ” 训 无 实用 价 
值 "的 人 硬 响 了 警钟 . 

某 些 最 积极 地 谈 般 数学 的 效用 的 人 怡 好 是 数学 家 . 伟大 的 英国 
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数学 家 哈代 《G- H. Hardy) 在 他 若 名 的 小 册子 《一 个 数学 家 的 辩 
E (4 athemaizeion ys Apology) 中 写 道 : “真正 的 数学 对 战争 没 
有 有 影响、 还 没有 人 发 现 数论 或 是 相对 论 上 服务 于 战争 目的， 在 许多 年 
内 似乎 更 不 会 有 大 发 更 这 种 事 ”5 见 该 书 第 28 章 ). 这 段 话 号 十 
t940 年 . 到 1945 年 、 世 界 已 避暑 了 内 代 关于 相对 论 对 战争 无 用 的 
可 怕 的 特 证 : 原 疗 蝉 爆 炸 了 .至 于 他 举 的 胃 一 个 例 于 一 一 数论 ， 这 
门 “ 无 用 ”的 学 笠 所 提供 的 各 种 安全 体系 ， 主 用 于 卸 制 〈 也 许 革 一 
天 用 于 发 射 ) 成 百 颗 核子 导弹 ; 自从 在 广 怠 投 于 第 一 - 颗 原 子弹 后 ， 
核 导 弹 的 数 自已 大 大 增加 了 .数学 的 发 现在 整个 世界 中 到 处 都 有 可 
以 预见 的 《或 所 需 的 ) 应 用 . 碰巧 ,哈代 本 人 从 事 的 正 是 数论 研 
究 ， 和 他 自己 的 某 些 工作 已 被 证 明 有 实用 价值 ， 尽 管 他 个 人 宣称 《 见 
同一 小 肚子 的 第 29 章 ):“ 我 从 未 做 过 任何 “有 实用 价值 ”的 事情 . 
没有 - -项 我 的 发 现 ， 对 世界 的 舒适 程 诬 产 生 过 (或 可 能 产生 ) 哪怕 
是 最 小 的 ， 直 接 或 间接 的 ， 好 的 或 坏 的 影响 .” 

当然 ,编制 密码 的 思想 由 来 已 六. 侍 略 .' 恺 撒 (Julius Caesar} 使 用 
密码 是 为 了 在 高 卢 战争 期 问安 全 地 传送 命令 给 他 的 将 军 .今天 ,不 居 
军 方 需 要 用 加 审 技 术 保 证 通讯 的 安全 ,商界 和 政界 也 要 求 保 证 信息 
不 落 入 仙人 之 手 . 

你 如 得 来 设计 编码 ( 即 加 密 ) 体 系 呢 ? 光 回答 “多吉 小 心 " 是 不 够 
的 .可 能 的 密码 分 析 人 员 ( 即 试图 破译 称 的 码 的 敌人”) 有 大 量 的 起 
器 可 殿 其 使 用 , 即 有 强大 的 计算 设备 ,又 有 复杂 的 数学 和 统计 技术 . 
恺 撒 使 用 过 前 那 类 简单 的 密码 肯定 氢 不 安全. 增 插 暗 码 是 这 样 编制 
的 : 原 信 息 中 的 每 个 词 中 的 字母 ,按照 革 个 固定 的 规则 ,依次 用 别针 
的 字母 代替 ,比如 用 位 于 其 后 二 位 的 字母 表 中 的 字母 代替 .于 是 用 D 
代 起 A, 用 于 代替 GG, 用 B 代替 六 ,等 等 .MATHEMATICS 这 个 词 就 变 
成 了 PDWKHPDWLEY .表面 上 看 ,车 体 不 知道 所 用 的 法 则 , 按 此 法 孝 
密 的 信息 就 完全 无 法 解密 ,但 情形 并 非 如 此 .一 方面 ,这 种 "替换 " 码 
只 有 25 种 ,怀疑 到 你 第 用 了 这 类 码 的 栈 人 ,内 需要 一 种 -- 种 地 试 就 
能 找到 你 使 用 的 那 种 替代 规则 .即使 你 使 用 不 那么 简单 的 字母 替代 
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规则 ,所 线 制 的 丛 仍 不 安全 .问题 出 在 英 诸 中 单个 字母 以 非常 确定 的 
疾 率 出 现 ( 人 在 其 他 语言 中 也 有 同样 的 现 得 ), 具 要 计算 每 个 字母 在 码 
文中 出 现 的 次 数 , 敌 人 很 容易 推 斯 你 所 使 用 的 替换 规则 ,特别 当 使 用 
计算 机 加 速 这 种 推断 过 程 的 时 候 ， 

简单 的 字 怪 蔡 代 法 被 排除 之 后 ,你 还 能 试用 什么 办 法 昵 ?不管 
你 选择 哩 种 方法 ,同样 的 危险 仍 会 出 现 . 只 要 在 你 编 好 的 码 文 中 有 茶 
种 “ 叮 被 辨认 "的 模式 存在 ,高 级 的 统计 分 析 方 法 一 般 不 难 破 洋 你 的 
密码 , 砚 在 ,真正 的 困难 之 所 在 室 得 明 设 了 .为 了 使 你 的 信息 能 在 楼 
收 者 那 钊 (可 能 在 数 王 美里 之 外 ) 第 正确 地 解码 ,你 在 对 信息 才 你 的 
加 蜜 方案 进行 变化 对 ,显然 不 能 排除 所 有 的 规则 一 一 信息 必然 要 爱 
到 茶 种 规则 的 支配 .这 种 隐藏 着 的 规则 永 埋 得 昨 够 深 , 以 防 被 敌人 发 
现 . 

所 有 现代 的 密码 体系 都 要 使 用 计算 机 ;它们 必须 如 此 ，- 艇 都 假 
定 融 上 大 拥有 强大 的 计算 机 来 分 析 你 的 信息 ,所 以 你 的 体系 必须 足 角 

忽 , 以 防 计算 机 的 攻击 .为 了 使 所 设计 的 密码 体系 六 可 能 安全 , 它 
们 必定 由 两 部 分 构成 ，: 个 如 密 程 序 和 把“* 铀 是”. 前 者 是 典型 的 计 
算 宙 程序 ,也 汀 能 是 .- 台 专门 设计 的 计算 机 .为 了 给 信息 加 密 , 该 体 
系 不 仅 需 要 这 些 程序 , 太 要 - :把 选择 好 的 钥匙 , 亡 进 常 是 -个 秘密 选 
定 的 数 . 中 密 程 序 将 依 吾 这 把 选 定 的 钥匙 对 信息 编码 ,使 得 上 只 有 知道 
这 拒 铀 是 的 入 才 可 能 解 开 所 编 的 码 交 (参见 图 2). 由 于 安全 性 依赖 
于 这 把 钥匙 ,所 以 可 以 有 许多 人 在 一 段 相当 长 的 时 期 里 ,使 用 同 -个 
加 密 程序 ,这 就 意味 着 值得 花 大 量 的 时 间 和 精力 来 设计 这 种 程序 .不 
芒 看 一 个 有 上 助 于 理解 的 类 比 . 咎 产 保险 柜 和 锁 的 工厂 可 以 设计 一 种 
类 弄 的 镇 卖 给 几 百 个 使 用 者 ,后 者 车 自己 独特 的 钥匙 来 保证 安全 . 
《此 处 说 的 “钥匙 可 以 是 用 于 宇 码 镇 的 各 种 宝 码 ,于 是 立即 显示 出 
“钥匙 ”这 个 词 的 两 种 用 法 向 的 类 似 .) 正 如 敌人 可 能 知道 你 的 锁 是 如 
何 设 计 的 ,可 晨 不 知道 锁 的 字 码 衣 无 法 打开 你 的 保险 柜 , 所 以 ,敌人 
可 能 知道 你 所 用 的 加 密 体 系 而 无 法 破译 你 的 编码 信息 一 一 要 想 役 译 
就 得 知道 你 的 钥匙 . 
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稚 证 省 _ 接收 者 


图 2 典型 的 密码 体 条 .加 密 程序 ( 它 可 以 是 一 种 特别 制造 的 装备 ， 
或 是 可 在 通用 计算 机 上 运行 的 程序 } 要 利用 使 用 者 选 定 的 密 钥 以 编 
制 码 六 ,在 接收 问 , 有 -类似 的 体系 运作 .传统 的 体系 在 六 密 和 解密 
时 使 用 同 祥 的 钥匙 ,解密 性 序 只 是 做 加 密 程 序 所 做 的 机 芭 的 工作 . 公 
开 密 锁 体 厅 则 使 用 两 种 不 司 前 锅 是 ,编码 和 解码 间 的 关系 取决 十 所 
利用 的 数学 . 


在 典型 的 “ 密 钥 体系 ”中 ,信息 发 送 者 和 接收 者 事先 要 协商 好 其 
种 密 销 , 然 丘 利用 它 玉 送信 息 . 只 旨 他 们 保守 钥匙 的 秘密 ,该 体系 应 
该 (如 果 它 设计 得 很 好 ?是 安全 的 .美国 人 设计 的 数据 加 密 标 准 
(DES) 就 属于 这 种 体系 , 它 的 钥 古 是 个 数 ,其 二 进位 制 表示 有 56 位 
(换言之 ,这 把 钥匙 是 由 入 个 D 和 1 组 成 的 数 链 ) .为 什么 要 这 么 长 
的 销 是 ?好 ,现在 来 解释 .实际 上 没有 人 对 DES 体系 是 如 何 工 作 欧 
加 以 保密 ,- - 切 细节 都 是 公开 的 ,从 理论 上 讲 ,任何 知人 只 要 试 遍 所 
有 可 能 的 钥匙 就 能 找到 哪 把 钥匙 在 起 作用 .就 DES 而 言 , 共 有 2 和 5 种 
可 能 的 钥匙 ,这 个 数 如 此 之 天 ,以 至 想 要 试 遍 所 有 的 钥匙 实际 是 不 可 
能 的 .( 事 实 上 这 个 数字 还 没 大 镜 足 以 提供 绝对 的 安全 ,不 过 对 任何 
密码 体系 都 必须 兼顾 安全 性 和 合用 者 方便 两 个 因素 ,钥匙 越 长 ,使 用 
就 越 不 方便 .】 

虽然 日 前 1 省 重用 着 DES ,但 该 体系 有 着 明显 的 欠缺 .在 使 用 
前 ,发送 者 和 接收 者 几 须 协商 好 他 们 将 使 用 的 密 铀 ; 因为 不 愿 通过 侍 
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和 何 通讯 渠道 传送 密 钥 ,他 们 必须 碰 徊 并 选 定 销 遇 , 或 者 起 码 要 雇用 
位 串 信 任 的 信使 来 传送 密 钥 ,所 以 ,这 种 体系 不 适合 未 曾 谋 面 的 个 人 
之 间 的 通讯 .特别 地 ,人 尼 不 适合 诸如 国际 间 的 银行 及 商务 活动 ,而 他 
们 往往 需要 发 送 保 密 信 息 给 此 界 和 地 的 发 送 者 从 末 见 过 击 的 人 . 

1975 年 ,W" 过 非 和 Whitfield Diffie) 和 Mf': 赫 尔 怠 (Martn Hell - 
man) 提 出 ~-- 种 新 型 的 密码 体系 :公开 密 钠 的 密码 学 ,其 中 的 编码 方 
法 需要 下 种 钥匙 而 不 只 是 种 :其 -用 于 加 人 秘 , 其 二 用 于 解密 (就 好 
像 -把 锁 要 用 一 把 钥 让 掀 它 锁 上 上 .用 另 一 把 钥匙 把 它 打 开 ). 这 种 体 
系 的 使 用 方法 如 下 ;新 的 使 用 痛 要 网 添 -一 本 供 该 遂 讯 网 络 的 所 有 成 
员 使 用 的 标准 程序 (或 专 订 计算 机). 然后 他 应 确定 两 把 钥匙 . -把 乓 
他 的 加 密 钥 赴 , 他 应 严 帮 保密 . 男 -- 把 用 十 破译 网 络 的 任 -使 用 者 发 
送 给 他 的 编码 信息 ,这 把 钥匙 将 骨 出 在 网 络 使 用 者 手册 上 .为 了 发 送 
个 信息 给 网 络 使 用 者 .需要 做 的 全 部 工作 就 是 查 出 那 位 使 用 者 所 
会 开 的 那 把 审 钥 ,用 它 对 信息 山 密 ,并 发 送 册 去 .对 任何 人 而 言 ,知道 
这 把 公开 的 密 铀 对 破译 密码 起 上 党 尤 帮助 的 .解码 需要 另 一 把 专门 解 
码 用 的 钥匙 ,而 这 只 有 那 位 接收 者 知道 . (所 以 信息 一 旦 被 加 了 密 , 那 
位 信息 发 送 者 也 无 法 破译 它 1) 

好 ,看 来 这 办 法 很 不 错 ,但 是 如 何 有 具体 地 实现 这 样 的 体系 呢 ? 车 
看 起 来 ,这 似乎 是 不 可 能 的 :所 用 的 钥匙 ( 邵 我 在 这 里 用 这 个 词 ) 要 同 
时 利用 令 往 码 者 的 任务 变 得 如 此 艰 户 的 那些 计算 机 的 功能 和 和 不足， 
本 意 前 面 的 部 分 指出 过 , 找 出 大 的 素数 (比如 5 位 数字 大 小 的 ) 相 对 
而 言 引 较 窜 易 , 把 如 此 大 小 的 两 个 大 素数 相 乘 得 出 一 个 ( 合 ; 数 (大 约 
有 100 位 或 更 大 些 ) 也 不 难 .位 要 把 这 人 么 大 的 数 分解 成 两 个 素 因 子 就 
难 上 训 难 了 ,无 论 出 于 什么 意图 和 目的 ,事实 上 都 是 本 可 能 和 做 到 的 . 
这 就 是 当今 普遍 使 用 的 公开 密 钥 体系 所 依 顿 的 基本 思想 ,这 一 体系 
由 麻 省 理工 学 院 的 R' 里 弗 斯 特 (Eonald Rivest),A- 沙 米尔 (Ad 
Shamir) 利 工 ' 阿 德 朝 最 [Leonard Adleman) 设 计 , 现 以 他 们 姓氏 的 首 学 
母 命名 为 RSA 体系 ,需要 保密 的 用 十 解密 的 钥匙 (本 质 上 ) 由 两 个 大 
的 素数 组 成 .( 使 用 考 要 借助 于 计算 机 选 出 它们 , 而 不 能 在 任何 会 开 
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出 版 的 素数 表 中 去 选 .后 者 融和 人 很 容易 弄 到 手 1) 公 开 的 用 于 加 密 的 
钊 上 十 就 是 这 两 个 素数 的 滋 积 .因为 不 存在 快速 的 大 数 因 子 分 解 的 方 
法 ,所 以 实际 上 不 可 能 根据 公开 的 山 窗 钥 十 重新 找到 解密 钥匙 .信息 
的 加 密 对 应 于 两 个 大 束 数 相 乘 (容易 ) ,解密 对 应 于 相反 的 因子 分 解 
过 程 ( 采 难 ).( 这 还 不 是 此 类 体系 的 全 部 工作 诛 理 . 我们 还 需 昌 某 些 
数学 知识 ,它们 虽然 比较 自杀 ,但 费 蕊 就 已 经 都 『 解 了 . 曾 要 之 点 在 
于 ,因为 解密 过 程 正好 跟 加 密 社 程 相 扩 ,所 以 西 种 钥 环 间 的 关系 出 必 
然 如 此 . ) 

这 就 中 当今 谍 太 的 国际 数据 通讯 网 络 能 安全 运行 的 原因 , 它 依 
束 的 大 数学 家 的 -一 祁 无 能 :他 们 尚 林 找 到 大 数 因 于 分 解 的 有 效 方法 
【同时 却 能 容易 地 找到 大 的 素数 ). 显然 ,这 类 体系 的 安全 ( 除 此 处 霖 
担 及 的 外 最 决 于 不 断 出 现 的 因子 分 解 廊 面 的 因 难 - 温 尼 伯 啤 消 店 的 
对话 就 由 此 而 起 ,最初 ,体系 的 设计 者 建议 用 两 个 各 约 有 50 位 数字 
的 素数 ,这 己 经 能 提供 是 够 的 实 全 性 (对 这 类 系统 ,使 用 的 数 越 大 , 运 
作 起 来 越 郧 贵 ,所 以 要 寻找 -一 种 理想 的 折 中 方案 ), 直到 1982 年 ,最 
好 的 因子 分 解 方 法 只 能 处 理 约 有 50 位 数字 的 数 (使 用 诸如 CRAY - 
1 型 计算 机 ) .计算 机 工程 师 了: 斌 诸 更 (Tony Wamoek ) 告 诉 因子 分 解 
专家 对- 文 德 利 希 (Marvin Wunderliech} 和 人 -出 壹 斯 {Gus Simmons ) 的 
措 奶 是 ,特殊 设计 的 CRAY - 1 的 运算 器 可 以 解决 他 们 的 -个 问题 ， 
即 能 使 他 们 的 方法 分 解 有 60 位 至 70 位 数字 的 天数 .这 样 ,RSA 体系 
的 安全 就 受到 了 威胁 . 基 然 对 付 的 办 法 很 显然 只 要 使 用 每 全 者 
有 100 位 数字 的 素数 ,以 得 到 一 个 有 200 位 数字 的 公开 密 铀 ;但 是 ， 
这 次 事先 末 料 到 的 交谈 确实 在 安全 通讯 的 事业 中 捞 起 了--- 片 易 变 的 
渤 洲 . 当前 在 因 子 分 解 方 面 的 其 他 进展 也 无 动 十 克服 这 种 “不 安全 
感 ”里 说 日 前 一般 认为 因子 分 解 的 上 限 是 有 5 倍数 字 的 数 , 可 蚌 大 
景 精 三 复杂 的 数学 正 瞄 准 着 这 个 问题 ,说 不 定 杆 么 时 候 就 会 出 现 真 
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部 分 内容 . 芷 然 礁 读 但 仍 值 得 一 和 看. [271 


( 训 向 东 有 译 ) 
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新 的 地 平 线 


有 时 ,一 个 长 期 存在 的 问题 的 解决 标志 着 -个 数学 时 代 或 领域 
的 结束 (或 开始 结束 ), 这 是 长 期 努力 的 顶点 .更 多 的 情况, 它 可 以 开 
积 一 个 以 前 可 能 想象 不 到 的 全 新 的 研究 领域 .1963 年 ,斯坦福 大 学 
数学 家 科恩 (Paul Cohen) 对 康 托 连 续 统 问题 的 解答 正 是 如 此 . 不仅 
这 ~ 解答 的 性 质 本 身 是 一 -种 新 的 苹 命 ,而 县 ,为 解决 这 一 问题 ,由 科 
恩 发 展 的 方法 了 出 是 很 新 的 . 不久, 改 现 这 些 方法 可 能 应 用 于 一 个 很 广 
泛 的 领域 ,并 且 随 后 的 20 年 间 , 看 到 了 大 量 的 基于 科恩 这 -突破 的 
活动 .他 的 工作 得 到 了 承认 ,1966 年 , 科 轧 被 授予 相当 于 其他 科学 界 
庶 贝 尔 奖 的 数学 家 最 高 奖 一 一 菲 尔 兹 奖章 . 

直到 1963 年 以 前 ,数学 家 一 直面 临 着 有 两 种 可 能 性 的 一 些 数 学 
命题 正 误 的 确定 , 即 证 明 它 是 正确 的 ,或 证 明 它 基 错 误 的 . 实践 和 直 
觉 常 常 成 为 唯一 的 导向 ,告诉 人 们 哪些 问题 值得 花费 更 大 的 努力 , 且 
一 个 不 好 的 选择 将 导数 人 们 在 不 可 解 的 问题 上 浪 则 大 量 的 时 间 . 但 
是 ,有 些 人 总 觉得 问题 最 终 总 会 得 到 -个 答案 的 .科恩 的 工作 永远 推 
翻 了 这 种 安全 感 .他 证 崩 了 存在 这 样 的 数学 命题 , 它 购 不 是 正确 、 也 


[28] 不 是 错误 的 , 即 是 不 可 判定 的 . (事实 上 ,这 样 说 不 很 确切 ,不 可 判定 


性 命 感 的 存在 在 1930 年 蕊 由 再 德尔 {Kurn Gadel) 建 立 ,但 是 正如 我 
们 将 在 后 面 解 释 的 那样 ,对 于 通常 的 一 般 的 数学 , 它 并 没有 产生 像 科 
恩 的 结果 那样 的 影响 ,) 
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为 了 说 明 1963 年 发 生 的 这 场 革命 ,有 必要 同 到 数学 的 本 厦 , 轩 
钊 来 口 本 世纪 之 和 父 的 疯 基 性 概念 上 


公理 化 方法 


面临 - 些 僵 题 的 焉 误 的 判定 ,物理 学 家 .化学 家 或 生物 学 家 一 一 
于 实 | 几乎 每 个 科学 家 ,通常 将 进行 一 些 实验 ,或 至 少 利 用 依靠 实验 
让 扫 的 “ 些 排 理 .事实 就 是 如 此 .这 些 科 学 家 中 的 每 一 位 都 在 研究 物 
至 世界 的 某 些 方面 . 因 凋 ,物理 上 电 界 是 “一切 是 非 " 的 最 后 仲 截 者 ,但 
在 数学 王将 会 每 样 呢 ? 

在 成 基本 的 水 准 上 ,数学 很 像 森 些 其 他 的 物理 科学 ,其 中 ,我 们 
周转 此 界 的 革 些 方 耳 鹤 选 出 来 如 以 详细 研究 . 所 以 ,宇宙 自身 能 够 所 
供 “- 些 信息 . 如果 你 想 检验 一 个 一 角形 的 内 和 角 和 是 180? ,你 可 以 去 测 
量 许 许多 多 三 角形 的 角 . 尽 管 这 将 清楚 地 提供 为 物理 学 家 或 化 学 家 
所 能 接受 的 那 种 证 明 ,然而 这 并 不 是 数学 家 实际 所 做 的 事情 ,这 一 -过 
程 也 不 能 构成 仁 何 三 角形 内 角 之 和 是 18P 这 一 断言 的 一 个 数学 证 
明 ， 

“ 粗 烟 ” 的 实验 方法 对 于 确定 数学 的 真理 是 不 合适 的 ,其 原因 在 
于 数学 的 本 质 , 即 什么 是 数学 ,尽管 数学 根植 于 物理 世界 ,但 是 ,数学 
是 -站 精确 的 .理想 化 的 学 科 ,点 . 线 、. 面 和 其 他 理想 的 数学 结构 在 更 
实 忆 界 并 没有 精确 的 对 应 物 . (关于 这 一 点 ,第 4 章 将 作 - - 些 有 趣 的 
说 明 . ) 数 学 所 做 的 是 从 完全 抽象 的 ,理想 化 的 观点 来 观察 世界 ,和议 
完全 精确 严密 的 方式 进行 抽 铀 推理 . 简单 (但 重要 )? 的 例子 将 有 助 于 
说 明 问 是. 

最 基本 的 数学 抽象 之 一 是 数 的 抽 合 ,我们 大 多 数 人 首先 (通常 很 
旱 ) 遇 到 的 数学 抽象 就 是 数 , 当 我 们 像 态 子 一 样 开 始 考 虑 数 的 时 候 ， 
申 二 其 种 几乎 蚌 不 可 轧 说 的 过 程 ,我 们 都 会 认识 到 ,在 三 个 苹果 
位 朱 伯 .二 沫 花 等 之 间 有 某 种 共同 的 东西 “二 "的 抽象 导 仇 了 数 3 这 

-思维 概念 的 形成 . 当然 ,这 过程 不 可 和 轧 议 之 处 正 是 在 十 世界 上 并 
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没有 任何 东西 是 数字 3. 它 是 一 个 纯粹 册 象 的 概念 , 当 我 们 说 到 数 3 
或 任何 其 他 的 数 时 ,我 们 并 没有 不 舒适 (或 其 至 各 垃 ) 的 感 深 ,这 只 足 
因 鸭 我 们 已 经 熟 严 了 它 .( 当 你 试图 水 用 词 three 或 中 reeness 来 解释 
数 3 旦 什么 时 ,你 就 会 认识 到 这 个 概念 是 多 么 抽象 .这 当然 是 做 不 到 
的 ,然而 我 们 却 没 人 为 此 担心 ,) 所 有 的 其 他 数学 抽象 同样 是 如 此 ; 点 
管 它们 也 许 来 源 于 现实 世界 , 亿 是 ,抽象 自身 纯粹 是 概念 性 的 ,离开 
我 们 的 思维 就 不 能 存在 ， 

出 数 的 概念 ,我 们 就 有 了 前 … 齐 所 讨论 的 数论 学 科 的 基础 . 但 
是 ,你 究 亮 怎样 来 进行 抽象 呢 ? 在 用 说 是 要 用 -种 被 证 明 对 物理 世 
界 是 碳 用 欧 方 式 来 进行 .上 唯 .的 方法 就 是 从 制定 一 : 些 基本 的 法 则 开 
始 . 对 于 数 来 说 就 是 提出 对 二 所 有 数 帮 假设 成 立 的 公设 (或 公理 ) , 然 
后 ,从 这 些 最 初 的 公设 出 发 使 用 严密 的 逻辑 的 推理 进行 演绎 .{ 写 下 
这 些 当 定 逻辑 推理 过 程 的 公设 也 是 可 能 的 ,这 是 作为 数学 分 支 的 数 
理 逻 辑 的 工作 ,与 本 章 的 主题 紧密 相关 , ) 例 如 ,我 们 由 妈 验 知道 . 当 
两 个 数 相 加 时 ,它们 的 顺序 是 不 重要 的 ,如 ,35+3 和 3+5 是 相同 的 . 
所 以 ,包括 在 算术 运算 中 的 … 条 合理 的 公理 就 是 命题 : 

对 于 任意 数 轴 ,n,m+n=nt+m. 
这 个 特殊 的 命题 就 是 所 谓 的 加 法 交换 律 . 女 一 个 例子 是 加 法 结合 律 ; 
对 于 任意 数 mn.k, mtn)+k=m+(n+k}. 

同样 , 它 也 来 自 实 三 中 对 加 法 运算 的 观察 ,例如 ,要 把 三 个 数 3,5 和 
10 相 加 ,无论 是 先 将 3 加 5( 得 8) 然 后 将 所 得 结果 加 10, 还 是 5 加 10 
《得 15) 然 后 将 所 得 结果 加 3, 都 无 关 紧 过 .黄种 情况 都 得 到 同样 的 结 
更 18， 

在 采纳 二 面 两 个 公理 的 过 程 中 .我 们 已 经 迈 出 了 一 大 步 , 这 - 步 
不 足 划 的 ,而 基 基 于 信念 的 行为 . 尺 管 可 以 通过 检验 大 有 民 的 例 - 了 米 
{实验 地 ) 验 证 这 两 条 公理 , 修 是 ,由 于 有 无 限 针 个 数 , 检 验 每 个 例 
理论 下 是 不 可 能 的 .因此 , 当 我 们 小 反 非 常 大 的 数 ,比如 说 有 上 百 万 
个 数字 的 数 时 ,还 能 相 佑 这 上 聊 条 公理 依然 正确 吗 ? 这 似乎 是 合 情 人 台 
理 的 ,甚至 可 能 是 “显然 "的 .人 是 数学 (和 大 多 数 其 他 学 科 ) 充 满 了 
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“明史 让 理 " 的 例子 ,而 这 些 " 明 显 真 理 " 最 终 却 被 证 明 是 错误 的 .( 例 
如 ,根据 般 的 经 验 , 太 阳 统 地 球 运行 似乎 是 “显然 "的 事实 .有 效 的 
证 据 具 能 提示 这 映 条 公理 是 正确 的 ,但 要 明确 证 明 这 一 点 却 不 可 能 . 
它们 的 真实 性 上 只 能 作为 假 没 .这 就 是 这 种 假设 被 作为 公理 的 原因 ， 
“公理 " 米 自 拉丁 词 "axioma” ,意思 是 原理 .在 -- 定 的 意义 下 , 上面 的 
两 条 公理 能 被 证 明 , 并 且 能 够 州 出 适用 于 自然 数 的 更 基础 的 公设 ,从 
这 些 公设 能 够 演绎 出 更 熟悉 的 算术 规则 .但 这 只 是 从 信念 行 为 倒退 
一 步 , 而 没有 能 取消 它 .) 

为 了 突出 上 述 要 点 ,也许 舍得 -- 提 的 是 :尽管 所 考虑 的 两 条 规则 
已 被 作为 整数 运算 的 公理 接受 下 来 ,但 晨 , 对 于 无 限 数 的 某 些 系 统 ， 
交换 律 却 是 不 正确 的 (参见 下 文 ), 且 结合 律 不 适用 于 计算 机 算术 . 
《 当 猴 小 的 数 吉 上 很 大 的 数 时 ,这 个 规则 不 成 立 .) 

日 前 ,数学 理论 的 公理 化 发 展 也 许 值 得 进一步 详细 考查 . 因为 我 
们 对 其 其 些 方面 已 作 过 一 些 讨论 ,整数 (所 有 的 正 、 负 数 ) 运 算 将 提供 
-个 极 好 的 和 例子， 


整数 ; 一 个 例子 


下 而 的 公理 对 于 不 数 基本 运算 ( 即 加 法 和 乘法 ?的 研究 是 合 ; 
的 . 

1)》 对 所 有 m,n,m+n=n+m,HH mn = mma.《 加 法 和 乘法 的 
交换 律 .) 

(2) 对 所 有 mnk,fmtn}j+hkh=m+ (nt+k}Himn)k=m 
(nk ) .有 如 法 和 乘法 的 结合 律 .)】 

(3) 对 所 有 mnh,m(n + 让) = 《mn)+ (mk).( 分 配 律 .) 

{4) 存在 数 0, 使 对 于 任意 数 n 必 有 n+0=n.( 加 法 单位 元 的 
存在 .} 

(5) 存在 数 1, 使 对 于 任意 数 mr 必 有 nx1= mn,( 乘 法 单位 元 的 
存在 . ) 
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(6) 对 于 任意 数 x ,存在 另外 一 个 数 上 ,使 得 n+ 上 =0.( 加 法 北 
万 性 福 .】 

(7) 对 任意 ma 天, 如 时 开关 0, 且 fim = mn ;那么 m= nn.( 消 二 
律 .) 
从 这 些 公理 出 发 本 以 证 明 所 有 通常 的 整数 运算 的 性 质 . 例如 ,看 … 个 
适用 于 加 法 的 类 似 于 公理 了 的 规则 : 

如 果 天 + 由 = 下 二 于 ,那么 下 = 世 ， 

证 明 这 个 规则 ,从 假设 + m = 上 +n 出 发 ,然后 ,由 公理 1 得 
mt+k=n+t+k. 
由 公理 6, 设 有 数 1 ,使 得 上 + 1=0, 那 么 把 工 加 到 上 面 方程 的 两 边 ， 
我 们 得 到 


(m+F}+i=tn+k)+i. 
这 样 ,由 公理 2， 
m+(tk+1D=n+(k+ 1). 
换 句 活 , 考 蕊 到 二 的 选取 ， 
m+0=n+0. 
利用 公理 4, 册 最 后 的 方程 立即 得 到 


m= 三 nn. 


这 正 是 要 求 的 . 
其 次 ,证 明 结 果 xx0=0, 对 于 和 任意 的 * 都 成立 -我 们 证 明 如 下 : 
关上 + 有 =<ft 由 公理 二 , 代 于 =<*)， 
=xx1( 册 公理 5, 代 n= x)， 
=xxtl+07( 由 公理 4, 代 9 =1)， 
=(x x1)+(xxO)( 由 公理 3, 代 m=x,n=1,k=0)，, 
= 和 + XO 公理 5, 代 n=*). 
所 以 ,由 刚 证 明 的 公理 7 的 加 法 类 似 物 ( 代 天 =* ,到 =0m=xxn0)， 
得 : 
D0=x x 人 0. 
这 时 ,你 可 党 试 亲自 证 明 下 面 的 关于 整数 送 算 的 一 般 事实 .在 每 
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个 情形 弥 都 应 明确 只 能 使 用 蕊 知 的 事 沁 ,因为 它们 是 公理 或 兰 说 已 
经 被 让 明 . 
(1) 存在 唯一 的 元 素 0 满足 全 理 4 的 时 求 : 即 , 如 洲 双 对 于 任 
总 数 寺 满足 性 质 m+ 六 = 天 ,那么 必 =0.00 的 唯 -性 .) 
(2) 存在 唯一 的 元 素 1 ,满足 公理 5 的 要 求 .(1 的 唯 性.) 
(3) 对 于 和 念 - 一 对 m,n, 存 主队 -的 一 个 数 外 ,使 得 n+ 上 上 =m. 
注 总 证 三 述 最 后 的 这 个 结果 保证 了 在 整数 中 减法 总 是 可 能 的 (这 上 唯 
一 的 数 上 就 是 m 到) ,即使 在 公理 中 没有 提 到 这 个 运算 也 将 如 此 . 
这 个 结果 的 . -个 特殊 情况 就 是 当下 =0 时 .证 明了 公理 6 中 天 的 瞧 
-性 . 
当然 ,站 单数 党 的 每 件 事 部 必须 像 上 面 那样 详细 证 明 的 话 , 那 
么 ,数学 家 的 小 作 将 几 平 昨 不 可 能 的 , 数 党 研究 之 所 以 能 够 进行 ,起 
内 为 数学 知识 是 积累 式 有 发 展 的 :一 旦 某 些 东西 被 建立 ,就 可 以 立即 被 
使 月 而 与 需 再 如 证 明 .! 这 个 现象 的 - :个 很 简单 的 例子 是 上 述 x x0 
=0 的 证 明 ,) 打 此 ,只 是 在 以 公理 为 基山 的 理论 发 展 的 最 者 阶段 ,这 
种 详细 的 让 明 才 是 必要 的 .因此 ,大 部 分 的 数学 推理 更 像 是 其 他 科学 
中 合用 的 “通常 时 辑 " 的 严格 翻版 ， 


相 容 性 .完备 性 和 真实 性 


当代 数学 的 内 容 由 公 埋 推演 出 的 结论 组 或 .这 些 公理 利 物 加 其 
界 的 住 何 东 由 都 没有 关系 (直接 的 或 问 接 的 ). 前 季 给 出 的 关于 整数 
运算 的 公 昔 是 由 我 们 所 熟悉 的 整数 的 用 法 和 乘法 和 运算 的 行为 检验 得 
到 的 .{ 这 里 我 们 所 邹 悉 的 整数 只 意味 普 果 数 的 很 小 部 分 ,应 该 记 住 
仪 仪 古 在 18 世纪 负数 才 被 广泛 接受 ,参见 第 3 章 .) 但 是 , -日 公理 
被 确定 ,所 石 关于 它们 的 “普遍 真理 性 ”, 即 这 些 公理 涉及 何 种 具体 对 
象 的 问题 ,都 变 得 无 大 紧要 ,例如 ,前 节 给 出 的 公理 中 ,任何 地 方 都 未 
提 刘 个 数 天 底 是 什么 .事实 上 .有 很 多 上 二 他 的 数学 对 象 也 已 被 证 明 
(作为 形式 定义 的 钙 打 ) 满 足 这 些 公理 .因为 公理 系统 常 应 用 于 很 多 
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第 2 章 “ 集 符 ;无 和 和 不 可 判 定性 


不 同 的 情况 .数学 家 们 往往 引入: 些 名 闻 来 措 述 满足 - :个 特 屿 公理 
系统 的 颖 构 . 任 倍 六 趾 前 述 公理 系统 的 数学 结构 都 称 为 -个 整数 域 
(由 果 会 理 7 被 取 济 , 则 称 为 环 ). 由 此 ,为 了 说 明 整 数 ( 连 同 它 们 的 加 
法 种 乘法 的 算术 运算 )] 渗 足 这 些 公 二 ,只 须 说 它们 构成 -个 整数 域 就 
够 了 .有 理 数 (分 数 ) .实数 和 复数 提供 了 整数 域 的 另外 例子 . 

从 给 定 的 公理 系统 出 发 由 愤 输 推理 证 明 的 件 何 结果 对 于 满足 这 
个 公理 系统 的 押 象 结构 都 将 是 正 殉 的 ,位 是 ,关于 这 些 结果 在 现实 世 
界 中 的 真实 性 问题 不 仅 不 能 功 答 ,而 且 根 本 设 有 意义 . 如果 这 些 公理 
很 好 地 反应 现实 世界 中 的 某 些 现象 ,那么 ,这 些 公理 的 推论 也 将 很 好 
地 反应 现实 世界 ,其 至 可 能 提供 一 些 对 人 类 有 益 ( 或 可 能 导致 赋 灭 ) 
的 有 用 信息 .但 是 ,就 数学 本 身 面 言 ,最 初 的 公理 是 否 与 现实 放 界 有 
甘 联 并 不 重要 ， - 些 已 经 导致 很 有 趣 的 数学 的 公理 系统 似乎 和 物理 
批 界 没有 什么 关系 ,但 这 并 不 是 说 将 来 不 可 能 发 现 有 某 种 关系 ! 数 
学 家 使 口 己 ( 程 度 不 同 地 ) 与 现实 隔离 起 米 ,以 此 为 代价 ,他 但 就 能 够 
在 “个 绝对 确定 的 世界 中 和 进行 研究 ,同时 具有 使 研究 结果 获得 广 证 
应 用 (首先 旦 在 数学 内 部 ) 的 潜力 .因为 他 们 的 公理 系统 不 仅 适 合十 
他 们 头脑 中 (可 能 ) 存 在 的 结 枯 ,而 且 适 合 于 其 他 的 结构 . 

如 末 “ 丰 实 性 "不 是 尺度 ,于 么 ,究竟 是 什么 样 的 考虑 支配 着 -个 
公理 系统 的 形成 呢 ? 

一 个 重要 的 要 求 是 相 容 性 :不 能 从 公理 系统 推出 两 个 相互 矛盾 
的 结果 -所 有 的 公理 系统 都 必须 满足 这 个 归 求 ,尽管 相 容 性 的 证 明 不 
仅 非常 困难 ,人 而且 述 有 哲学 问 丁 的 困扰 (正如 后 面 将 要 说 明 的 那样 ). 

另 一 个 要 求 就 是 完备 性, 它 关系 到 任何 试图 刻画 某 种 特殊 数学 
结构 ( 妨 整 数 运 算 ) 的 公理 系统 .这 个 公理 系统 应 当 充 分 丰富 ,以 致 于 
能 够 证 明 关 于 该 结构 的 所 有 “ 真 的 事实 ”. 同时 满足 上 面 两 个 要 求 是 
-种 微妙 的 平 兽 .要 达到 完备 性 .可 能 需要 引进 越 来 越 多 的 公理 , 然 
而 ,会 理 越 多 ,导致 不 相 容 的 可 能 性 也 就 越 天 . 
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哥 德 尔 不 完备 性 定理 


在 本 世纪 之 交 , 地界 著 名 的 德国 数 党 家 希 尔 伯 矢 { David Hilbert) 
在 公理 化 方法 的 严格 形式 化 范围 内 提出 了 一 个 数学 发 展 的 计划 .根据 
希 尔 伯 特 的 信念 .所 有 的 数学 都 能 被 看 作 是 以 指定 公理 为 基础 的 符号 
的 上 肛 式 的 逻辑 操作 . (原则 上 ,这 将 意味 着 可 以 用 编 有 程序 的 计算 机 去 
研究 所 有 的 数学 . ) 积 是 ,1930 年 ,年轻 的 奥地利 数学 家 可 德尔 通过 两 个 
元 全 出 人 意料 的 定理 让 明了 和 希 尔 伯 特 的 计划 是 不 可 能 实现 的 . 


藻 德 尔 证 明了 :任何 是 以 包含 唐 等 算术 的 相 容 的 公理 系统 ,一 定 [ 


他 在 着 与 此 公理 系统 相关 的 命题 ,从 这 些 公理 出 发 ,该 命题 既 不 能 被 
还 虹 ,也 不 能 被 哲 证 (第 一 不 完 兰 性 定理 ) , 并 且 , 这 些 不 能 证 明 ( 从 公 
理 出 发 ) 的 命题 与 公理 系统 是 相 容 的 .这样 ( 对 于 希 尔 伯 特 计划 来 
说 ), 上 分 重要 的 相 容 性 概念 就 注定 成 为 永远 不 可 提 摸 了 (第 二 不 完 
备 狂 定理 ). 

尽管 剖 德 信 的 结果 意味 着 公理 方法 不 能 雄 踢 像 希 尔 伯 特 想象 的 
球 检 包罗 一 团 的 地 位 ,但 也 不 应 认为 它 宜 告 了 公理 方法 在 它 过 去 和 
现在 - - 直 被 应 用 的 道 常 数学 中 的 死亡 .相反 ,本 志 纪 已 经 看 到 公理 方 
法 在 数学 中 所 占据 的 绝对 优势 . 绷 德 尔 迫 使 我 们 放弃 的 是 这 样 的 信 
念 或 希望 , 即 一 个 公理 系统 能 够 解答 我 们 可 能 向 它 提 出 的 所 有 合理 
的 向 题 ， 

事实 上 , 随 着 公理 方法 的 越 来 越 成 荔 , 在 哥 德 尔 富 布 其 结果 以 后 
的 年 伐 ,有 一 种 信念 在 日 益 增 长 , 即 上 只 有 那些 非常 特殊 的 命题 才 是 不 
可 证 明 的 .例如 , 哥 德 尔 的 第 一 不 完备 性 定理 是 通过 证 明 初 等 数论 中 
叮 能 提出 这 样 的 命题 而 获得 的 ,这 种 命题 类 似 于 (英语 中 ) 明 显 的 自 
相 握 盾 的 断言 : 


[本 页 方 框 内 的 向 子 是 错误 的 | 
【在 崩 德 尔 的 数论 类 做 物 中 不 下 证明 的 "代替 了 "错误 的 ”, 由 于 这 
类 命题 的 陈述 需要 用 到 初等 算术 ,因此 娟 德尔 的 结果 就 内 能 被 应 用 
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于 可 提供 这 种 算术 的 公理 系统 . 但 任何 要 实现 希 尔 伯 特 计划 目标 的 
公理 系统 当然 都 必须 使 你 能 进行 初等 算 本 运算 1) 

后 到 哥 德 尔 的 第 二 不 完备 性 定理 ,尽管 对 二 一 个 公理 系统 相 容 
性 的 考虑 十 分 重要 ,但 是 , 它 能 不 能 用 这 些 公理 来 证 明 却 并 不 那样 重 
要 . -开始 写 下 公理 的 了 时候, 数学 家 们 就 有 - -种 加 契 , 即 假定 这 些 公 
香 屋 相安 的 ,而 他 们 的 主要 兴趣 则 在 于 使 由 公理 推出 的 结果 其 有 更 
可 靠 和 的 性 质 .例如 ,在 数论 中 ,公理 的 相 容 性 并 不 是 数论 学 家 们 普遍 
关心 的 问题 . 电 许 , 信 德尔 的 不 完备 性 结果 并 不 是 真有 那么 重要 ,至 
少 在 -- 个 自信 的 年 轻 美国 人 人 成 动 地 证 明 相反 的 结论 之 前 ,大 们 认为 
情况 似乎 基 这 样 的 .科恩 1963 年 获得 的 引 人 注 月 的 结果 挫 毁 了 不 完 
符 性 不 影响 "实际 "问题 的 舒适 感觉 ,并 且 事 情 是 发 生 在 数学 的 最 时 
本 .最 重要 的 部 分 一 一 集合 论 中 、. 


公理 化 集合 论 


帮 这 个 世纪 之 交 ,19 世纪 抽象 的 纯粹 数学 的 发 展 导致 了 德国 数 
六 家 康 托 (Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor) 的 工作 ,他 系统 地 
撒 绘 了 一 个 能 够 为 全 部 数学 提供 基山 的 通用 的 数学 框架 . 康 托 创立 
的 这 个 学 科 -- 和 直 为 我 们 提供 善良 好 的 基础 .这 个 尝 科 就 叫做 集合 论 . 
它 的 构 念 和 方法 已 有 效 地 渗透 到 所 有 的 现代 数学 .但 是 ,自从 康 托 最 
初 的 陈述 以 来 .集合 论 已 经 历 子 昌 新 月 异 的 迅猛 发 展 .下 面 将 介绍 这 
方面 的 发 展 .然而 ,在 此 之 前 介绍 一 些 形式 逻辑 的 知识 是 必要 的 .在 
康 托 发 展 他 的 集合 论 思 想 , 特 出 是 用 以 衔 量 无 根 集 “大 小 "的 无 限 数 
对 的 阿 时 , 弗 雷 格 (CCottiob Frege) 正 在 创立 现在 所 谓 的 “谓词 还 辑 " 理 
论 . 广 义 地 说 ,谓词 逮 缉 提供 了 一 个 足以 表述 任何 数学 格 念 的 踪 用 的 
形式 化 语言 ,其 重要 性 并 不 生 于 数 党 家 们 有 应 用 谓词 逻辑 进行 工作 
的 强 询 需要 和 愿望 .事实 上 ,由 于 这 种 诺言 的 简单 性 ,在 大 多 数 情况 
于 , 绅 鱼 格 框 架 内 数学 概 盒 或 论 让 的 表述 是 相当 兄长 繁琐 的 .强直 格 
-上 上 作 的 重 和 变性 首先 在 于 它 清楚 地 证 明了 很 名 数学 分 支 痢 是 一 个 协调 
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的 整体 的 一 部 分 , 芯 次 (更 重要 的 }? 是 能 够 对 构造 性 计 明 中 数学 家 所 
使 册 的 演绎 方法 作 虽 恰当 的 分 析 .{ 星 然 点 该 注意 目前 在 起 图 发 展 计 
算 机 程序 以 获得 战 帮助 歼 得 数学 结果 的 努力 中 ,人 们 看 到 谓 河 送 畦 
在 表述 数学 概 合 和 证 骨 方 商 的 用 处 正 有 日 状 增 长 .显然 ,为 了 使 数学 能 
够 具有 适合 天 计算 机 处 理 的 形式 ,就 必须 使 用 一 种 精确 简单 的 诸 言 ， 
谓词 逻辑 恰好 提供 了 这 样 一 种 框架 ,) 

康 托 合 用 的 集合 由 念 是 相当 简单 的 , 集 台 是 对 象 的 任意 收集 ,或 
音 至 少 足 数学 对 象 的 任意 收集 . 关键 是 将 这 种 收集 本 身 也 看 作 是 单 
个 的 对 象 . 小 的 有 插 集 可 以 通过 列 出 它们 的 成 员 !( 或 元 素 ) 来 表述 , 通 
常 被 放 让 大 括号 之 间 . 


:1,3,5,9| 
去 示 元 素 是 数 1,3,5 和 9 的 集合 .对 于 较 大 (并 可 能 无 限 ) 的 集合 ,不 
叮 能 烈 出 它 的 所 有 元 素 ,那么 ,必须 依靠 - : 些 特征 来 确定 它 是 什么 集 
合 -所 有 的 具有 性 质 P(x ) 的 对 象 x 的 集合 的 标准 记 法 是 : 
PCz 
所 有 的 素数 集合 (-- 个 无 际 集 ) 可 以 记 作 
ix1x 是 素数 |!. 
也有 一 些 集 合 没 有 明确 的 定义 性 质 ,这 种 集合 不 能 异 助 它们 的 元 素 
来 说 明 ,但 是 ,这 和 目前 的 朝 步 的 讨论 并 没有 实质 性 的 关系 .粗略 地 


说 ,这 种 集合 是 “ 乓 虎 “产生 的 ,因为 收集 的 概念 并 不 需要 确定 集合 的 . 


性 质 的 存在 一 一 但 是 ,这 方面 的 讨论 相当 高 深 而 微妙 . 我 们 现在 不 谈 
这 些 难以 理解 的 集合 ,主要 讨论 可 以 由 性 质 确定 的 集 台 .那么 ,在 集 
合 的 罗 造 中 ,什么 样 的 性 质 是 多 许 的 呢 ? 可 能 像 你 现在 所 期 望 的 那 
样 ,最 韧 的 同 答 是 任何 可 以 由 弗 雷 格 的 请 词 逮 辑 表述 的 性 质 . 由 于 其 
语言 的 形式 化 性 质 ,这 一 定义 是 精确 的 ,同时 又 适用 于 数学 中 遇 到 的 
所 有 性 质 . 

到 现在 为 下 ,事情 做 乎 仍 不 容 乐 观 . 集 人 台 论 提供 了 一 个 适当 的 框 
条 , 所 有 的 数学 对 象 和 结构 玫 可 能 以 它 为 基础 而 构造 出 来 ,并 且 , 弗 
雷 格 的 谓词 还 辑 提供 了 -- 种 可 以 定义 .讨论 这 些 对 象 和 结构 的 _ 般 
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Ea 过 全 ,天 侦 和 再 知性 和 


诸 言 ,包括 基本 的 集 台 概念 本 生 , 弗 备 格 在 他 的 两 卷 著作 4 算术 基础 3% 


-中 广泛 地 使 用 了 集合 论 的 概念 ,打算 作为 他 一 - 生 工 作 的 顶 蜂 ， 


当 上 弗 当 格 车 作 的 第 二 着 付 印 之 际 ,1902 年 6 月 16 日 ,他 收 人 到 
了 得 名 的 英国 浸 辑 学 家 昧 素 (Bertrand Russell) 的 一 封 信 . 依 中 开始 
赞扬 了 弗 雷 格 的 第 …- 卷 , 接 背 .罗素 , 宛 转 到 了 他 这 封 信 的 要 点 . 他 
说 :有 只 是 在 :个 岂 方 我 遇 到 了 困难 ” ,随后 就 是 对 十 他 - -年 前 所 做 的 
一 个 精确 观察 的 简 清 说 明 ,这 个 观察 彻底 地 推翻 了 了 弗 雷 格 的 企 部 理 
从 所 问 知 ,罗素 社论 洲 常 简单 ,同时 又 非常 深刻 .根据 康 托 集合 
论 的 基 李 原 罗 ， 刘 果 (x) 是 任何 … 神 适用 于 数学 对 象 x 的 性 质 , 那 
么 ,存在 -个 对 应 于 所 有 这 翌 的 x 的 集合 ， 对 这 些 x 而 言 P(x) 成 
立 , 这 就 是 集合 
iztP(lxr}!. 
这 里 讨论 的 对 象 x 本 身 岂 以 是 - :个 集合 ,因为 -- 个 集合 就 像 其 他 
数学 对 笛 --- 样 由 是 数学 的 对 象 . (事实 上 , 当 集 合 论 被 作为 数学 的 基 
人 出 时 ,每 个 数学 对 象 结果 部 是 这 样 民 那样 的 一 个 集合 . ) 现 在 对 于 性 
质 P(x), 罗 索取 命题 (应 用 于 集合 x》 
由 tx) :x 不 是 x 的 成 员 . 
集合 成 员 的 标准 符号 是 所 ,所 以 x 拟 y 就 意味 着 zx 是 y 的 一 个 成 
员 , 非 盛 员 关系 记 作 x 定 y, 因 此 ,罗素 的 性 质 R(x) 可 以 记 作 各 儿 
设 由 性 三 R(x ) 确 定 的 集合 为 y, 山 
和 二 lxlrxRex|. 
委 于 YY 是 一 个 集合 ,所 以 询问 yy 是 否 是 它 自身 的 - -个 成 员 是 完全 侣 
理 的 , 如 果 它 是 .那么 y 必须 满足 它 自 身 定义 的 性 质 , 也 就 是 说 y 儿 
Y* 即 不 是 它 自 身 的 ~ 个 成 员 . 另 一 -方面 ,如 果 * 不 是 它 自身 的 - 
个 成 员 ,那么 不 满足 它 自 和 寺 定 六 的 性 质 , 所 以 ¥EY 必须 成 立即 
”是 之 自 身 的 个 成 员 . 于 是 我 们 恒 面 临 着 -- 种 明显 的 矛盾 局 面 ,这 
里 ,如 果 Y 下 它 自 身 的 -个 成 员 ,那么 可 以 推出 它 不 是 ,而 妇 果 不 
了 7 
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是 它 自慰 的 一 个 志 员 , 则 又 苹 以 推出 它 是 .， :个 真正 的 迟 论 

罗素 悖 论 之 所 以 如 此 地 兵 看 破坏 性 ,是 困 为 它 的 绝对 的 简明 . 它 
只 用 到 了 几乎 所 有 数学 都 赖 以 生存 的 最 基本 的 概念 

德国 数学 家 策 墨 罗 (mst Zermelo) 提 出 了 条 摆脱 罗素 挝 论 引 
息 的 几 境 的 道路 ,他 关于 积分 方程 (- 一 个 应 用 性 很 强 的 数学 领域 ) 的 
鞭 作 引导 他 考虑 了 关于 无 限 集 性 质 的 更 深刻 的 问题 . 1908 年 ,为 耻 
络 自己 的 苦 作 建立 -- 个 可 靠 的 集合 论 杠 识 , 策 墨 罗 发 表 了 一 箭 论 文 ， 
住 这 篇 论文 中 他 发 展 了 :个 集合 论 的 公理 系统 . 随后 ,弗兰克 尔 
(Abraham Fraenkel) 对 这 个 公理 系统 进行 了 修改 ,作为 抽象 集合 理论 
的 一 种 “正确 "的 公理 化 方法 , 策 跟 罗 - 弗 兰 郊 尔 集 合 论 感 源 地 被 接 
受 下 来 .( 对 于 涉及 公理 的 适当 的 起 因 分 析 和 内 容 解释 需要 更 多 的 篇 
辐 . 有 -一 个 基本 的 解释 可 以 在 各 种 教科 书 中 找到 一 一 详 见 十 文 .》 

利用 肯 德 尔 不 完备 性 定理 当然 还 不 足 沁 证 明 策 黑 罗 -弗兰克 尔 
集合 论 的 公 埋 是 相 容 的 .但 是 它们 确实 回避 了 像 罗 素 停 论 这 样 的 迟 
论 . 大 多 数 数学 家 深信 它们 次 丰 会 引起 任何 矛盾 .由 于 这 个 理论 已 经 
被 证 明 能 经 受 时 间 和 广泛 应 用 的 考验 , 上 小 述 售 念 变 得 越 来 越 坚 定 了 . 

相 容 性 如 此 ,完备 忻 又 如 何 呢 ? 不 完备 性 公理 还 告诉 我 们 存在 
着 - 些 与 集会 有 关 的 命题 ,在 所 选 定 的 公理 的 基础 上 ,它们 既 不 能 裤 
证 明 也 不 能 被 否 证 . oe 论 的 特殊 的 、 基 本 的 性 质 而 显 
得 非 同 - - 般 .由 于 现在 数学 个 大 厦 被 看 作 是 (并 且 很 大 午 度 上 也 
确实 是 ) 建 筑 在 集合 沦 问 外 之 上 ;集合 论 内 的 语 陷 可 能 导致 数学 其 他 
领域 内 的 缺陷 .尽管 一 直 存 在 着 这 种 可 能 性 ,但 策 墨 罗 - 弗兰克 尔 公 
理 却 他 乎 足以 提供 个 对 数学 来 说 是 适用 的 集合 理论 .并 且 太 多 数 
工作 者 的 数学 家 对 这 一 危险 都 视 若 无 睹 ,就 好 像 对 他 们 毫 无 影响 一 
样 .家 到 1963 年 ,科恩 的 突破 性 的 工作 才 使 这 个 问题 充分 虐 光 . 

尽管 科恩 的 发 现 产 千 出 许多 的 结论 ,但 是 , 它 最 初 寂 及 的 是 一 个 
包含 康 托 无 限 数 的 问题 ,一旦 策 墨 罗 - 弗兰克 和 尔 公 理 被 明确 表述 ,无 
腿 数 的 理论 就 变 得 完全 合理 {这 是 众 所 辕 知 的 }. 所 以 ,我 们 现在 再 回 
到 乒 限 米 ,看 -看 康 托 的 理论 . 
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无 限 集 


尽管 我 们 生存 的 世界 中 有 限 的 ,但 是 .为 了 研究 它 , 所 需要 的 数 
学 却 儿 平 处 处 前 囊 友 无限 .所 有 月 然 数 的 集合 是 一 个 无 限 集 , 数 
的 精确 表示 需要 无 限 多 位 小 数 ,哪怕 是 很 小 的 线段 所 包含 的 点 数 也 
是 尤 限 的 ,等 等 .尽管 人 人们 --: 直 努力 避 饮 无 限 的 使 用 ,但 所 产生 的 数 
学 却 是 令 估 难以 绾 信 地 繁复 庞大 .尽管 十 分 抽象 ,无 限 的 址 界 邯 是 - 
个 十 分 简明 的 领域 .从 有 限 进 入 无 限 很 像 在 电视 屏幕 前 由 近 往 远 倒 
退 - 样 , 当 你 退色 足够 远 时 ,屏幕 上 大 量 模糊 复杂 的 小 兴 点 看 起 来 就 
变 成 清晰 连续 的 画面 .进入 到 无 限时 ,大 的 有 限 的 复杂 性 就 消失 了 ， 
这 种 现象 不 单 出 现在 纯粹 数学 中 .例如 ,在 经 济 学 中 ,研究 会 有 无 限 
多 商人 的 理想 化 经 济 就 优 于 现实 址 界 大 有 限 经 济 的 研究 .在 物理 学 
中 ,无限 容积 征用 于 探讨 某 些 热 和 电能 的 精细 概念 . 

无 限 数 系 及 其 算术 的 发 展 形成 了 康 托 关于 集 人 台 论 的 先驱 性 工作 
的 最 高 成 就 .但 是 ,你 可 能 要 癌 … 我 们 为 什么 需要 无 限 数 呢 ? 回答 是 : 
和 我 们 需要 有 限 ( 整 ) 数 的 原因 相同 一 一 计数 集合 成 员 的 个 数 . 自然 数 
可 以 使 我 们 度量 一 个 有 限 集 的 大 小 . 为 了 度量 一 个 无 限 集 的 太 小 ,无 
限 数 是 必须 的 (从中 你 可 以 疯 料 仅仅 简单 地 说 一 个 集合 "无限 "是 不 够 
的 》, 接受 了 这 一 点 ,接着 你 也 许 要 问 :“ 秆 么 是 无 限 数 ?对 这 问题 一 个 
很 好 的 回答 就 是 :什么 是 有 限 数 ? 像 我 们 在 本 章 开 始 所 看 到 的 ,自然 
数 只 是 我们 想象 的 虚构 事物 ,四 此 ,假设 无 限 数 的 存在 就 没有 什么 两 
样 .重要 的 是 这 些 无 限 数 的 性 质 , 这 正 是 理解 康 托 无 限 数 的 关键 . 

直 然 数 是 由 有 限 集 抽象 而 来 的 (数学 的 集合 或 现实 生活 中 的 集 
侣 ,如 草 果 的 集合 .人 的 集合 等 等 ). 数 3 是 所 有 有 三 个 元 素 的 集合 所 
共有 的 性 质 .这 二 而 小 看 来 像 是 一 全 循环 定义 (因此 ,这 当然 就 不 能 
成 为 定义 ) ,但 是 康 托 发 现 并 非 如 此 .相反 ,在 我 们 定义 数 之 前 ,必须 
有 像 我 们 将 要 解释 的 两 个 集合 "大 小 相等 "的 概念 . 

两 个 集合 4 和 BB 有 相等 的 大 小 ,如 果 4 的 每 个 元 素 愉 好 对 左上 
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BB 的 个 元 来 , 且 反 之 外 然 . 例 刀 , 集 合 


4 =11,2.3,41 ,B= {100,x 2 了 | 


有 相等 的 大 小 ,这 可 由 以 下 的 配对 方法 来 检验 (还 有 其 他 的 配对 方 
法 ); 


! 2 3 4 
1 1 1 
100 x 5 工 
2 


类 位 地 ,集合 
在 = fa,b,c}, 上 = { 脚 . 袜 ,车 }， 
也 可 由 配对 证 骨 此 大 小 相等 : 


妊 bh i 
+ + t 
脚 袜 性 


请 注意 在 上 述 两 个 例子 中 部 没 有 提出 集合 元 素 个 数 的 概念 ， 

讨论 “大 小 相等 ", 既 不 需要 建立 “大 小 "的 概念 ,不 必 仅 限于 考 虚 有 限 
集合 .同样 的 恩 租 也 适用 于 无 限 集 ( 祥 管 在 这 种 情 部 下 ,要 像 上 面 那 

样 清 晰 地 描述 配对 是 不 可 能 的 ), 然 而, 当 应 用 十 无 腿 集 时 ,你 很 快 就 
将 发 现 会 遇 到 … 些 意 想 不 到 的 结论 .例如 , 设 4 是 所 有 自然 数 的 集 

合 ,B 是 所 有 偶数 的 集合 . 直观 地 ,8 的 “大 小 " 怡 好 是 4 的 一半”. 

但 是 ,很 据 我 们 的 定义 ,这 两 个 集合 大 小 相 岗 ,这 可 以 通过 配对 方法 [421 
有 来 蛤 让 : 


t + t + ; 1 
2 4 6 8 19 “2 
这 里 没有 了 于 盾 一 一 如 果 有 的 活 了 世 只 是 出 村 我 们 的 成 见 . 这 就 是 说 无 
限 集 和 有 限 集 并 不 总 是 具有 相同 的 行为 方式 . 
希 东 伯 特 基 迄 提供 了 无 限 集 行为 的 一 个 很 好 的 例子 . 这 个 理想 
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化 的 建筑 物 有 无限 多 房 癌 . 以 所 有 日 然 数 上 2,3 等 等 米 编号 .一 -天 晚 
二 , 磁 芒 所 有 房间 部 住 满 了 .在 这 个 故事 中 人 数 也 是 无 限 多 ,} 在 不 
捞 走 任何 旅客 的 情况 下 ，- 个 炳 来 寿 仍 然 可 以 害 实 冉 进 去 , 为 此 ,只 
需 将 新 米 者 安置 在 1 号 房间 , 原 1 号 房间 的 旅 窜 挪 天 2 号 房间 ,2 号 
房间 的 旅 容 机 到 3 续 房 间 . 等 等 ,这 样 让 所 有 的 旅客 依次 擅 动 一 -个 上 专 
间 , 就 可 以 计 这 个 后 来 省 休 进 已 被 腾空 的 上 号 房 问 (事实 二, 安置 无 
限 多 个 新 到 的 旅客 也 是 可 能 的 ,体能 试 直 怎样 安 管 蚂 中 尽管 这 个 无 
限 的 旅馆 的 想法 也 许 有 些 达 强 , 们 是 整个 论证 的 内 部 逻 办 并 没有 在 
何 错 尖 ,无 论 密 么 与 直 党 相 背 ,这 就 是 当 称 开始 探索 无 限 领域 时 必然 
会 过 人 划 的 情形 . 

自然 数 和 个 自然 数 的 例子 也 许 会 引导 你 猜想 所 有 的 无 限 集 人 小 
部 机 等 ,这 将 意味 着 无 限 数 系 是 不 必要 的 .事实 上 ,在 数学 上 抽 到 前 
大 到 的 无 根 集 大 小 相等 .例如 ,未 烤 集 .虽然 数 集 .整数 集 和 有 了 理 数 集 
部 有 相等 大 小, (和 和 白 然 数 集 有 相等 大 小 的 集合 通常 被 称 为 是 可 数 
的 .因为 与 自然 数 的 配对 提供 了 一 个 计数 它们 的 元 素 的 方法 , ) 但 是 ， 
康 托 发 现 , 并 非 所 有 的 无 请 集 事 有 相等 的 大 小 ,事实 上 ,有 一 个 越 玉 
越 大 的 无 限 集 的 完整 ( 读 穷 ) 的 等 级 . 康 托 对 于 这 个 关键 事 侨 的 证 骨 
绝 简 单 义 优 美 ,让 明 仪 使 用 了 集合 论 的 最 基本 的 概念 ,但 它 是 高 度 抽 
象 的 .因此 将 留 到 本 章 的 最 后 来 介绍 ,以 便 那 些 过 十 拘 并 的 读者 可 以 
路 而 不 小. 在 日 前 的 情形 下 ,我 们 代 指 出 实数 集 的 大 小 和 自然 数 集 是 
不 相等 的 (尽管 它 和 平面 上 的 点 集 与 三 维 空间 的 点 集 有 相等 的 大 
人 小). 


无 限 数 和 康 托 连续 统 问 题 


-出 你 领会 了 相等 大 小 的 概念 ,你 就 可 以 进一步 发 展 -- 个 被 用 

来 度量 任何 集合 “大 小 "的 数 的 系统 ,而 无 论 这 集合 是 有 限 集 还 是 无 

限 集 . 当然 ,“ 数 "自身 是 抽象 的 ,重要 的 是 ,如 果 两 个 集合 大 小 相等 

(也 就 是 如 果 它 们 的 元 素 能 够 像 上 节 所 描述 的 那样 配对 ) ,那么 ,它们 
< 和 
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的 大 小 { 即 每 个 集合 中 屁 素 的 数 口 ) 确 应 紧 相 等 的 .例如 , 当 你 度量 两 
个 集合 
{asp set, {Fred, Elsie, Fido} 
的 "大 小 "时 ,你 发 现 两 个 集合 有 相同 的 元 过 个 数 , 也 就 是 3. 驱 奸 , 当 
你 讼 蜡 岗 个 无 限 集 
{1,2,3.4,5..}, {2,4,6,8,10,-…} 

的 “大 小 "时 ,你 区 一 次 发 现 这 两 个 集 有 相同 的 元 素 个 数 在 这 情 
形 ,这 个 “ 数 " 是 最 小 的 无 限 数 , 记 作 近 0o( 泽 用 康 托 的 符号 ).( 读 作 ” 阿 
列 夫 - 零 "(aleph - null) ,aleph 是 希 们 来 语 alphabet 的 第 “个 字 苹 
下 标 为 0 的 原因 是 很 清楚 的 .) 

那么 数 3 代表 什么 ?人 它 是 所 有 二 元 集 的 共性 .或 者 , 换 -种 方式 
说 , 它 是 所 有 各 集合 fa,b,e} 大 小 相等 的 集 的 共性 .这 里 3 是 一 个 
米 自 大小 相等 琶 念 的 册 象 物 .可 以 用 不 同 的 数学 方式 来 精确 地 叙述 
这 一 命题 ,这 里 略 而 不 谈 . 如 此 你 恰 快 地 (果真 如 此 接受 了 “ 数 3” 
的 狐 念 , 那 就 应 该 能 同样 恰 快 地 接受 数 “ So . 它 是 和 所 有 正 束 数 集 
合 有 相同 大 小 的 一 切 集合 的 共性 . 

如 前 所 说 ,并 不 是 所 有 的 无 根 集 都 有 相同 的 大 小 有 一 个 完 
整 ( 夸 穷 ) 的 无 限 数 等 级 , 就 像 有 一 个 有 限 数 的 无 穷 序 州 ] ,2,3,…' 一 - 
样 , 也 存在 一 个 瑟 限 数 的 庞 穿 序 列 站 0, ,其 中 每 一 个 
都 比 前 -- 个 "大 ”. 

上 康 托 的 汇 数 的 如 法 和 乘法 蜡 常 简单 (这 乍 看 有 点 令 人 惊奇 ), 在 
每 种 情况 结果 都 是 师 个 无 限 数 的 较 大 者 .例如 

ot 号 1= 1 
兴 ) ~ $333= $3. 

( 希 尔 伯 特 旅 饼 对 应 十 上 事实 汽 o+ 1 = M30, 要 使 旅馆 爆满 ,必须 有 忽 | 
个 旅客 到 来 .) 

数学 中 出 现 的 许多 无 限 集 的 大 小 为 汽 o. 例如 ,所 有 下 整数 的 集 
合 .所 有 粮 数 ( 即 正 的 和 负 的 ) 的 集合 .所 有 有 理 数 集合 和 所 有 素数 的 
集合 ,大 小 部 为 器 0 但 是 .正如 康 托 证 明 的 那样 ,所 有 实数 集合 的 元 
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素 肯 定 就 比 泊 0 包 . 这 立即 引 起 问题 ;这 个 集合 的 大 小 是 什么 呢 ? 内 
为 它 不 是 兴 0, 所 以 必定 是 汽 1, 泊 3, 汽 3,…' 中 的 --- 个 ,但 是 是 哪 一 个 
呢 ? 尽 管 进行 了 很 多 尝试 , 康 托 尔 还 基 不 能 加 管 这 个 似乎 很 简单 的 
问题 .很 多 其 他 一 流 数学 家 也 都 相继 失败 了 .事实 上 ,这 个 以 康 托 连 
续 统 问题 而 著称 的 问题 的 许多 求解 努力 最 后 都 以 失败 而 告终 ,以 至 
希 尔 伯 特 在 1900 年 巴黎 国际 数学 家 大 会 上 所 作 的 主要 演讲 中 ,将 这 
一 问题 州 为 在 新 世纪 到 来 之 际 数 学 家 面临 的 -- 系 询 最 重要 的 挑战 之 
--《 国 为 要 求实 连续 统 的 大 小 ,这 问题 的 名 字 因 此 而 起 . 实 连 续 统 这 

个 间 被 用 来 描述 实数 的 集合 ,这 时 实数 被 看 作 组 成 实 直线 的 点 .) 

1938 年 ,这 一 问题 取得 了 一 些 进 展 , 哥 德尔 使 用 数理 逻辑 的 新 
方法 让 明 了 从 策 黑 罗 - 弗兰克 尔 公理 出 发 ,不 可 能 证 明 实数 集合 的 
太 小 不 是 澡 1. 但 是 ,这 并 没 厂 解 决 连续 统 问 题 , 因 六 这 些 公 理 对 于 用 
这 样 或 那样 的 方式 来 解决 问题 很 可 能 并 不 充分 

尽管 有 这 种 可 能 性 ,然而 ,在 如 德尔 得 到 共 结 果 的 随后 儿 人 第 ,有 
一 个 普遍 的 希望 ,就 是 存 策 墨 罗 - 弗兰克 和 尔 框 架 之 内 连续 统 辣 题 仍 
然 是 可 以 判定 的 .在 这 种 情况 下 ,由 于 哥 德 尔 已 经 指出 了 我 们 不 可 能 
证 明 实 数 集 合 的 大 小 不 是 只 所 以 ,连续 统 的 大 小 必 短 (假设 ) 是 
,. 共 且 随 着 时 间 的 排 移 , 它 将 最 终 效 得 确切 证 明 , 因此 , 当 数 学 的 
某 一 部 分 需要 关于 连续 统 大 小 的 知识 时 ,假设 这 个 预期 的 结果 似乎 
并 不 是 完全 不 合理 的 ,并 且 , 大 量 的 数学 结果 都 是 在 假定 “连续 统 优 
没 "( 仪 仅 作为 假设 ) 成 立 的 情况 下 被 证 明 的 . 

然后 ,在 1963 年 ,斯 坦 福 大 学 的 科 愿 发 展 了 一 种 新 的 逻辑 方法 ， 
利用 这 秘方 法 ,他 证 明了 连续 统 假设 不 能 由 策 墨 罗 - 弗兰克 尔 公理 
推演 出 来 .结合 较 早 的 哥 德 尔 的 结果 ,这 就 证 明了 在 策 昧 尔 - 弗兰克 
尔 系统 内 ,连续 统 假设 事实 上 足 不 可 判定 的 . 

接 下 去 怎么 办 ? 对 十 由 科恩 的 结论 带 来 的 事态 有 两 种 看 法 . -- 
种 兰 沦 是 它 证 明了 策 墨 罗 和 则 和 关 克 和 尔 的 公理 是 不 台 适 的 .并 且 根 据 
这 种 看 法 ,问题 显然 『 分 严重 .知道 这 -公理 系统 像 哥 德尔 不 完备 性 
定 旭 所 预 所 的 那样 存在 缺陷 基 一 国事 ,但 这 个 系统 不 能 解 诬 像 “ 有 专 
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人 尘 实 数 ” 这样- 个 基 下 问题 那 允 是 妇 -- 回 串 子 , 它 是 对 于 这 个 理论 
的 纹 命 的 打击 . - 坚 数 学 家 对 这 -打击 的 芭 应 尾 建 羽 为 克服 这 个 新 
发 现 的 雇 陷 而 提出 - 些 附 吉 的 公理 .人 是 ,如 果 采 取 这 种 路 子 , 你 将 
面临 必须 寻找 适当 的 附加 会 理 的 任务 . 出 于 集合 论 揭 简 单 的 本 质 和 
电 在 数 泽 中 的 基础 地 位 ,你 引进 的 任何 公理 必须 是 “可 相信 和 的", 这 意 
味 背 , 即 使 我 们 不 是 一 看 就 明 目 ( 有 些 策 墨 罗 - 弗 汉 克 尔 公理 为 了 明 
名 它们 的 意思 就 下 费 思考 ). 全 少 当 开 娩 研究 这 些 公理 时 ,它们 的 出 
现 必须 是 很 自然 的 .( 这 种 考虑 使 人 们 不 可 能 采取 简单 地 和 将 连续 统 假 
温 本 身 作为 一 条 集合 论 公理 的 捷径 一 一 有 什么 正当 的 理由 可 以 这 样 
做 几 ?) 半 个 多 世纪 以 来 ,数学 家 们 -- 直 使 用 公理 化 集合 论 直 行 工 作 ， 
没有 远 到 过 任何 这 种 附加 “原理 ”" ,这 一 事实 导致 了 大 多 数 前 专家 们 
认为 事实 上 并 没有 ”丢失 公理 ” 
剩 下 的 选 拌 就 是 从 科恩 的 发 现 得 册 另 外 的 结论 , 即 : 无 论 你 多 么 
不 愿 接受 ,但 集合 论 不 具有 - -种 ,而 是 有 若干 种 (就 像 19 捞 纪 人 人 们 
认识 到 不 具有- -种 正确 的 “于 何 学 ,而 是 有 三 种 可 选择 的 几何 学 ,每 
-种 如 有 它 自己 的 明确 的 人 性 夺 和 结果 .) 在 一 些 集合 论 中 ,连续 统 披 
设 是 正确 的 ,在 另外 一 些 中 , 它 将 是 不 成 立 的 . 
请 注意 所 面 我 们 使 用 了 ”“ 几 种 集合 论 ”这样 的 措 醇 ,而 不 是 说 只 
有 “两 种 ". 凡 为 由 策 电 罗 -~ 弗兰克 尔 公 理 不 可 判定 的 不 仅仅 是 连续 
统 假设 . 存 科 恩 1963 年 的 最 初 发 现 之 后 ,很 明显 ,他 的 新 方法 ( 力 迫 
法 ) 不 只 是 可 以 用 十 集合 论 自身 ,而 且 可 用 于 很 多 其 他 的 情况 . 随后 
的 20 年 间 看 到 了 数学 中 许 儿 经典 的 未 解决 问题 不 可 判定 性 的 证 明 . 
以 茸 闭 种 认为 只 要 有 足够 的 时 间 和 精力 ,任何 “真正 的 "数学 问题 都 
能 用 这 样 或 那样 的 廊 法 获得 解决 的 希望 彻底 破灭 了 .除了 正确 的 命 
廿 和 错误 的 命题 之 外 ,还 有 第 三 种 不 可 判定 类 型 的 命题 ,这 种 命题 既 
不 是 正确 的 也 不 是 错误 的 ,至 少 科恩 的 力 迫 法 提供 了 证 明 一 个 问题 
属 十 第 -= 类 型 的 一 种 方法 ,所 以 ,他 的 结果 确实 对 数学 直到 了 积极 的 
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第 2 章 : 集 音 , 志 旺 和 沙 可 判定 性. 


康 托 的 证 明 


康 托 如 何 证 明 存 在 一 个 无 穷 的 完整 等 级 呢 ?” 对 于 愿意 看 到 一 个 
出 庆 抽 象 的 数学 推理 范 集 的 读者 来 涪 , 这 里 给 出 康 兵 论证 的 -个 现 
代 的 描述 . 它 以 集合 论 的 子 集 概念 为 开端 . 

如 果 于 是 任 - -集合 ,任何 由 取 日 并 的 无 素 组 成 的 集合 ,部 称 为 
的 子 集 . 这 样 ,集合 | 

fayeydl 
基 集 合 
工矿 

的 一 个 耳 集 , 索 数 的 集合 是 所 有 整数 集 的 一 个 子 集 . 

现在 考 名 由 集合 说 的 所 有 子 集 组 成 的 集合 ,这 样 一 个 集合 存在 
5? 岂 想 一 下 各 素 迟 论 就 是 以 提醒 你 必须 并 慎 对 待 集合 存在 的 候 
定 , 在 各 前 情况 下 这 是 浊 有 问题 的 (如 所 周知 )., 策 最 罗 - 弗兰克 尔 集 
合 论 的 公理 之 一 保 让 了 存在 这 样 个 集合 , 它 称 为 了 的 备 集 ,i 记 为 
PCX). 移 如 ,如 果 轩 = {a,b}, 邦 么 P(X) 由 集合 

ww,{al,{bl,{ta,b} 

组 成 .符号 名 是 什么 呢 ? 它 表 拷 空 集 ( 或 零 集 }, 没有 元 素 的 集合 . 如 
果 它 确实 是 个 集合 , 堵 么 它 将 是 任何 其 他 集合 的 -- 个 子 集 . 因为 按 
照 一 种 半 几 但 仍然 有 萄 的 逮 辑 ,一 个 没有 元 素 的 集合 县 有 这 样 的 性 
质 : 它 的 所 有 有 元素 部 属于 你 选择 的 任何 集合 .仅仅 基于 这 样 的 推 
理 , 你 也 许 仍 会 认为 把 空 集 概 念 与 其 全 数学 “虚构 物 ” 放 在 一 起 并 不 
是 -个 好 主意 .但 若 按 同 样 的 理由 .那么 零 岂 不 能 被 看 成 是 -一 个 合理 
的 数 . 这 样 , 你 对 于 为 什么 空 集 也 和 数学 中 所 有 共 他 集合 - 样 被 看 成 
是 真正 的 集合 就 会 有 -一 些 认 识 了 , 它 是 一 个 像 数 0 那样 的 " 零 抑 素 ”. 
(事实 |.,0 是 集合 名 中 的 元 素数 目 .) 

另 … 个 例子 :如 盯 于 = ,2,3} ,那么 POX) 的 元 迷 是 集会 ， 

{1.2},43},41.2},{1,3}.,12,3},11,2,3}. 
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有 萃 个 成 员 时 , P(X)} 有 四 个 成 员 , 当 半 有 3 个 成 员 时 , P(X) 有 8 
个 .事实 上 ,容易 证 明 , 如 果 - -个 有 限 集 六 证 个 成 员 , 那 么 P(X) 
有 27 个 元 素 . 从 第 1 章 关 十 指数 也 数 2" 的 讨论 ,你 将 明白 当 有 更 多 
的 光 索 如 到 文中 时 ,P(X) 的 大 小 是 如 何 迅 速 增长 的 .这 种 增长 率 的 
差别 可 以 延伸 到 读 限 (然而 ,正如 希 尔 伯 特 旅馆 的 例子 所 表明 的 ,这 
种 从 有 限 到 无 限 的 延 种 并 不 让 不 吝 而 喻 的 ). 康 托 正 是 以 此 来 证 啊 有 
无 穷 多 的 无 限 的 , 但 证 明 , 对 十 任意 集合 辣 ,P(XY) : 定 和 长 有 不 同 
的 大 小 [因此 是 比 主 贞 有 更 大 的 数量 级 ). 册 此 容易 得 到 无 限 的 虑 将 
等 级 . 殷 设 是 自然 数 集合 ,那么 P(X) 是 比 下 更 太 的 无 限 数 的 集 
合 . 又 症 1= 了 P(X1) 比 | 更 大 ,类 似 地 于 ;= P(X2) 比 2 更 大 ,等 等 ， 

为 了 证 明康 托 的 结果 ,假设 P(X) 和 计 有 相同 的 大 小 ,我 们 的 
日 的 是 愉 这 个 假设 推出 菠 盾 ,如 果 所 使 用 的 论证 逐 辑 上 是 可 靠 的 , 那 
么 ,必然 的 结论 就 是 最 初 的 假设 是 错误 的 (因为 一 个 正确 的 假设 不 能 
导致 一 个 错误 或 矛盾 的 结论 ),. 这 里 就 采用 这 种 方法 , 由 十 假设 
P(X) 与 牙 有 相同 的 大 小 ,那么 在 这 两 个 集合 之 间 存 在 一 个 对 应 ,有 即 
对 十 下 的 任 - -元 素 x ,在 P(X) 中 存在 一 个 相对 应 的 元 素 
配偶 , 且 它 不 与 中 的 任何 其 他 元 素 对 应 ;同时 P(E) 中 的 每 个 起 
素 部 是 中 某 个 元 素 的 配偶 . 因为 这 个 论证 应 当 对 于 和 任何 在 限 的 或 
无 陆 的 集合 了 都 厂 效 ,因此 ,就 不 可 能 像 我 们 前 面 敌 的 那样 ,用 箭头 
米 表 示 这 种 对 应 但 请 参阅 框图 4. 

现在 考虑 XY 的 任 : 元 素 x. 那 么 , 它 的 配偶 4 尾 P(X) 的 个 元 
素 , 即 4 是 的 子 集 .所 以 4 是 由 XX 的 一 些 元 素 组 成 ,x 自身 在 这 些 
元 素 中 吗 ? 也 就 是 * 是 4 的 万 巡 吗 ?这 是 一 个 完全 合理 的 问题 .对 
于 的 某 -一 元 素 x ,回答 可 能 是 "是 "或 “不 是 ”. 设 8 是 性 中 所 有 不 
是 它 自身 的 岂 偶 的 元 素 x 的 集合 (这 能 使 你 想起 些 什 么 吗 ” 见 下 
文 ). 集合 忌 由 的 元 素 组 成 .因此 V 是 开 的 一 个 子 集 ,也 就 是 说 忌 
是 P(X) 的 一 个 元 胡 . 困 此 ,7 应 是 X 的 某 个 元 素 的 配 便 , 记 此 抱 素 
为 w(5= yw 的 配偶 ). 
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义 ,就 是 说 w 不 是 其 配 乔 (在 此 情形 中 即 如 ) 的 元 素 ; 另 一 方面 ,如 从 
w 不 是 上 的 丰 康 ,那么 ,w 不 满足 5 的 定 久 ,所 以 w 基 其 配 侦 忆 的 
元 素 . 这 足 站 不 住 聊 的 我 们 得 到 了 一 个 茸 盾 . 旭 前 所 述 ,唯一 可 
能 的 结论 就 是 最 暂 的 假设 即 P(X) 和 XX 有 相等 大 小 必定 是 错误 的 . 
办 此 于 种 P(X) 大 小 不 等 . 康 托 的 结论 得 证 . 

这 是 一 个 化 祸 为 福 的 精彩 例 泪 .你 可 能 已 经 注意 到 小 面 的 讨论 
和 罗素 悖 论 之 癌 的 相似 性 .但 是 ,在 这 种 情况 下 ,所 有 的 步骤 帮 可 以 
从 策 看 岁 一 弗兰克 尔 公理 中 我 到 很 据 . 你 得 到 的 不 是 般 灭 整个 理论 
的 悖 论 式 的 矛盾 结果 ,而 是 正中 下 怀 的 最 初 假设 的 和 否定. 

集合 论 的 发 展 是 现代 数学 的 巨大 成 就 之 一 ,当今 ,几乎 汕 有 纪 : 
个 数学 分 支 不 或 多 或 少 地 受到 集合 论 思 想 和 方法 的 影响 . 竖 素 曾 盛 
赞 康 托 开创 这 - -学 科 的 功绩 ,认为 “可 能 是 这 个 时 代 最 值得 恋 焰 的 伟 
大 成 就 ", 希 尔 伯 特 也 说 道 ;没有 人 能 从 康 托 为 我 们 建造 的 乐园 中 把 

[49] 我 们 赶 出 去 “对 这 些 现 点 是 木 会 有 人 持 异 议 的 . 


框图 4 : 康 托 定理 的 证 明 


给 定 一 个 无 恨 集 革 , 求 证 PLE) 的 夫 小 与 六 不 同 (因此 更 大 ). 证 明 的 思 
路 是 息 谍 大 的 元 素 和 和 忆 ( 了 的 匹 素 之 同 存在 :个 配对 ,然后 导出 焉 盾 . 如 果 
用 字母 来 标记 的 元 素 { 当然 ,这 些 字 母 构 成 - -个 有 限 的 但 对 目前 的 解释 | 
却 足 鲍 使 用 的 集合 } ,那么 ,这 个 假设 的 配对 的 一 部 分 可 能 如 下 

xX 的 元 素 下 的 子 集 
了 < -={u,p cd = Aty) 
3A {pdb,q,2}=Atzs) 
在 此 情形 ,y 不 是 其 配对 集合 AtYy) 的 元 率 , 而 z 是 其 配对 集 台 4(2:) 的 元 素 . 
设 (是 中 所 有 那些 不 是 其 配对 集 元 素 的 元 素 所 组成 的 集合 : 
{f= {xlx ¢ A(x)}., 
由 于 是 的 子 集 ,所 以 必 有 荣 个 元 素 x 与 之 配对 , 设 为 yw: 
二 ! 

对 于 w 是 否 是 集合 4(w) 的 元 康 的 考查 将 导致 并 盾 . 如 果 刀 是 4{w) 
的 元 素 , 那 么 ,这 将 意味 着 w 不 在 如 中 ,但 由 下 局 就 是 4{w), 这 就 得 出 针 
| 秆 . 另 -方面 ,如 果 名 不 是 ACwj 的 元 素 , 那 从 tw 和 将 是 5 的 元 率 , 同 样 优 心 
L368] | = dtw), 志 得 出 了 辛 盾 . 
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数学; 新 的 鞭 交 从 覆 : 


阅读 文献 


介绍 数理 逻辑 的 书 冰 N.Crossley 的 Wbat is Mathematica] Logic? (Odord 
University Press, 1972) Hl C. W. Kilmister 的 Lanpguage, Logic and Mathematics 
{English Universities Press, 1967) ,还 有 一 系列 其 他 的 书 , WilfreG Hodges 的 书 
Logic {Palican ,1977) 主 要 涉及 这 个 学 科 的 非 数 学 方面 ,但 也 值得 - 读 . 

对 于 包 会 本 章 所 提 到 的 各 个 主题 的 集合 论 的 -~ 个 优美 完整 的 介绍 是 Keith 
Devlin 写 的 Fundamentals of Contemporary Set Theory{ Springer — Yerlag, 1980). 


{ 色 范 动 谋 》 
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有 180 年 历史 的 问题 的 解决 


1983 年 ,马里兰 大 学 和 波恩 马克 斯 : 普 朗 克 研 究 所 的 唐 " 吾 格外 
{Don Zugier) 上 号 布 劳 吉 大 学 的 (在 时 德 岛 的 教 会 学 院 ) 撞 崔 斯 (Bene- 
gict Cross) 窗 布 ， 他 们 解决 了 下 .Ganss) 二 1801 年 提出 的 一 个 
普 名 数学 问题 他 们 的 延明 在 数学 中 述 不 是 最 长 
的 (第 5 章 将 讨论 那个 最 长 哇 证 明 ) ,但 它 已 超出 了 大 多 数 数 学 证 坟 ， 
是 是 有 300 页 .不 过 数学 家 们 士 到 新 奇 的 并 不 是 证 明 的 长 放 ,而 是 这 
个 非常 问 接 的 证 明 用 一 种 不 问 寻 常 的 方式 把 两 个 表面 上 党 无 关系 的 
数 : 本 了 起 来 . 

个 问题 和 它 的 解决 虽然 都 是 高 度 押 象 药 ,而 且 涉 及 某 些 很 准 
向 数学 内 容 ,位 全 与 菜 种 数 系 有 有 关 , 因 此 我 们 就 有 可 能 讲 清 其 
中 一 役 性 的 问题 ,这 就 是 本 章 的 自 的 .同时 我 们 还 要 追 湖 今日 数学 的 
许多 历史 背景 ,让 我 们 首先 来 看 看 : 


163 不 同 导 常 的 特性 


18 世纪 ,伟大 的 珊 上 数学 家 欧 接 (Teonhard Euler} 发 更 了 {不 知 
二 想 么 发 志 的 ) 公 区 


六 中)= mn2 二 天 二 41 
有 一 个 巾 当 奎 怪 的 性 质 : 正 5 等 于 一 个 0 到 39 之 间 的 数 ,f(n}) 的 值 
49 


林 发 现 共 他 的 -次 式 可 以 产 和 持 这 么 多 率 数 {从 n=0 开 始 , 依 次 取 
的 和 佳 所 产 千 的 素数 ). 虽 然 这 样 产生 的 素数 序列 到 = 4 虽 时 中 出 了 ， 
因为 所 40) = 41 ,但 此 式 还 是 能 产后 大量 素 数 . 在 前 一 千 万 个 值 中 有 
近 二 分 之 一 必 素 数 , 这 比 任何 二 次 式 产 生 的 素数 都 多 (第 6 章 将 进 一 - 
步 讨论 素数 生成 公式 ). 

欧 拉 的 会 式 在 制造 素数 方面 显得 与 你 不 同 , 里 面 大 概 有 些 特殊 的 
铀 如 吧 ?是 的 ,整数 公式 的 性 质 往 往 跟 形式 相同 的 实数 (其 至 复数 ) 公 
戈 的 性 质 非 常 接近 .实际 上 ,有 : 门 叫 做 解析 数论 的 数学 分 支 学 科 就 
是 利用 这 种 现象 4《 见 第 9 章 ) 进 行 媳 究 的 .那么 欧 拉 公式 当 蔽 看 成 是 实 
数 公式 时 有 些 什么 性 质 虹 ? 

首先 ,让 我 们 用 x( 通 常用 于 表示 实数 的 符号 ) 代 蔡 n( 通 常用 于 
表示 整数 的 符号 ) 重 写 上 述 公式 : 

fx) = r+ +4l. 
记得 中 学 代数 的 人 都 会 想到 -- 次 方程 
ax:+ bx+c=0, 
已 知 a ,8 ,ec 的 值 时 ,可 以 解 出 x 的 值 ,甚至 还 能 记 起 - -个 公式 , 它 给 
出 方程 的 两 个 解 ; 
-hrv bi-dac 
2a 

《如 或 践 号 的 同 种 可 能 给 出 方程 的 两 个 解 ). 

因为 负数 不 能 开平 方 (在 实数 范围 内 },b* -4ac 的 符号 就 是 很 
重要 的 ,如 果 为 正 ,如 方程 育 两 个 根 ;如 果 为 负 , 则 没有 实 根 (特殊 情 
况 ,如 果 为 0, 只 有 -个 根 ). 大 -4ec 叫做 二 次 方程 的 判别 式 . 

欧 拉 二 次 式 x?+% +41 的 判别 式 是 什么 呢 ? 它 的 a=1,b=1， 
ce =41, 朴 


工 三 


5-4ac =1-164= -163. 
因 判 别 式 为 负 ,我 们 蕊 上 得 知 一 次 方程 
x 十 十 4 = 
50 
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第 3 章 “ 数 系 和 类 数 癌 是 


没有 实数 解 (两 个 复数 解 是 : 


土 - v631i. 
请 看 本 章 后 面 对 复 数 的 订 论 )， 

欧 拉 公式 作为 个 "素数 乞 成 加 "的 特殊 表现 的 背后 香 售 着 某 种 
原因 ,信和 不 信和 白 你 .这 并 不 是 由 十 判别 式 是 负数 {许多 公式 的 判别 起 
都 是 负数 ) ,而 是 由 于 它 的 值 是 -163. 你 也 许 会 问 :"163 又 有 什么 特 
别 的 ” 读 下 去 你 就 会 发 现 这 的 确 是 个 很 特别 的 数 , 它 与 一 些 基 本 

数学 中 最 常见 的 特 味 "常数 "一 一 它们 往往 在 最 料想 不 到 的 地 方 
抛 头 露面 一 一 是 些 什 么 数 呢 ? 最 明显 的 一 个 是 x 一 一 贺 的 疝 长 与 直 
径 的 比 . (这 -和 定 尽 已 表明 x 是 特殊 的 . 为 什么 不 管 贺 的 大 小 ,对 每 
个 加 来 说 这 个 比值 都 是 一 样 的 呢 ?) 

19 世纪 所 期 ,人 们 知道 了 x 是 无 理 数 ,就 是 说 它 用 十 进 小 数 表 
示 时 不 会 终止 或 出 现 某 种 循环 模式 . 取 x 的 20 位 小 数值 是 : 

x =3.14159265358979323846， 
现在 计算 机 已 经 把 x 的 值 计 算 到 了 3 千 万 位 以 后 . 
除了 依据 圆 来 定义 外 ,=z 还 出 现在 其 他 许 密 地 方 . 比如 ,无 穷 数 说 
1 1 1 1 1 


] -二 + 二 一 LT _ 


3 3 7 9 1 
的 和 的 值 是 3(19 址 纪 数 学 的 态 作 之 “是 研究 这 种 无 穷 和 的 方法 的 
进展 ). 还 有 ， 
1 1 1 1 


l+4a+g+16+25+"" 


(此 数列 中 的 第 项 是 m 的 个 数 ) 的 和 为 开 


r 还 意外 地 出 现在 如 下 情形 中 :在 一 个 布 满 平 行 线 的 木板 上 投 
掷 一 根 火 柴 , 上 续 中 相 邻 平行 线 间 的 距离 为 一 根 火 柴 杆 长 , 则 火柴 藩 在 


木板 上 后 碰 到 某 一 条 平行 线 的 概率 正好 是 全， 
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数学; 者 的 黄金 时 估 


下 “个 最 常见 的 数学 常数 是 e , 即 自 然 对 数 的 底 . 像 x 一 样 ,e 也 
是 扰 理 数 , 几 的 十 进 小 数 表 上 沙 是 无 穷 无 太 的 , 取 e 的 0 位 小 数值 是 ; 
e = 2.71828182845904523536. 
同样 ,e 也 有 多 种 定义 方式 .比如 :e 可 看 成 这 样 的 数 , 以 它 构 造 
的 国 数 


的 图 像 在 任何 -点 的 斜率 等 十 在 那个 点 处 的 (y 的) 值 .又 例如 ,着 人 
口 p 和 依照 规律 Ls5)} 
p=e 


增长 {1 为 时 间 [) , 则 在 和 任 一 时 刻 的 增长 率 止 好 等 于 此 刻 的 大 口 数 . 
e 的 蚊 一 个 相关 的 证 立 为 : 它 是 这 样 的 数 ,使 得 由 曲线 了 = 一 ,7 
=0,x=1] 和 x=e 所 财 成 的 面积 恰 等 于 1( 见 图 3). 用 积分 式 吉 人 达 ,e 


“1 


3 数学 常数 。 作 为 使 阴影 部 分 面积 正好 为 1 的 数 的 定 闵 . 
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的 这 -和 定义 就 是 : 


还 有 -个 定义 涉及 无 放 和 


加 1 1 1 1 

™ el1+t]1+2T 13 +4lt 
其 中 NW1 ( 读 作 "NN 的 阶 忱 "} 代 表 1 x2x3x…xN 的 积 .实际 上 这 
是 公式 


be 
2 


2 
7 trt37t41T 
的 特例 . 
这 里 先 提 - -下 在 本 章 后 面 要 讨论 的 有 关 复 数 的 话题 ,即使 x 是 
复数 ,上面 的 公式 也 是 成 立 的 (就 是 说 ,x 为 形 如 a + 如 的 数 ,其 中 ， 
=w -~ 1) 这 将 引出 -… 些 令 人 乃 尽 的 铺 果 .比如 ,网 拉 发 现 了 
er=—1. 
换 句 话说 , 当 元 理 数 e 的 指数 为 虚数 -1 的 和 倍 时 ,其 值 是 整数 
-1. 务 :个 得 及 e,x 和 -1 的 令 人 了 吃惊 的 结果 是 : 
下 = ee,2078795763-…. 
现在 我 们 要 进入 数学 常数 这 一 讨论 的 要 害 之 处 了 .re 和 wv 163 
三 个 数 都 是 汇 理 数 , 而 
erv 18 = 262537412640768744.000000000000 
(到 12 位 小 数 ) .事实 上 ,此 数 并 非 整数 ,更 精确 的 值 是 
262537412640768743 .999999999999250 
(精确 至 15 位 小 数 ). 这 个 什 非 常 接近 于 整数 ,而 对 其 他 自然 煞 下, 没 
有 比 天 为 163 时 er 站 的 值 更 接近 于 整数 的 . 令 人 吃惊 的 是 这 一 特殊 
情况 了 发 生 在 163 这 个 数 上 .你 也 许 会 想 这 不 是 -一 个 巧合 ,幕后 - - 定 
还 隐藏 着 和 还 什么 .那么 你 就 猜 对 了 ,163 的 特殊 性 正 是 本 章 后 面 的 部 
[7] 分 所 要 揭示 的 ,故事 还 得 从 十 希 戏 讲 起 ， 
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数学 : 者 朋 商人 时 从 


早期 的 数 系 


似乎 是 占 希 腊 人 地 早 建立 起 了 算术 的 数学 理论 . 爱 奥 尼 亚 学 派 
(在 约 公 元 前 600 年 由 泰勒 斯 (Thales) 建 并 ) 和 毕 达 哥 拉 斯 学 派 ( 由 毕 
达 哥 拉 斯 在 约 0 年 以 后 创立 ) 部 发 展 了 内 容 广泛 的 几何 (特别 足 毕 
述 哥 控 斯 党派) 和 和 算术 理论 .是 希腊 人 首先 认识 到 自然 数 ( 或 计数 数 ) 
1,2,3,…… 形 成 -个 无 宅 的 集合 ,并 本 在 其 中 进行 基本 的 加 和 乘 的 算 
术 运 算 . 量 然 他 们 不 承认 负数 足 数 ,但 他 们 懂得 如 何 使 用 减 号 ,如 : 

{7-2)xf6-3)=(73x6)-(7x3)-(2x6)+(2x3). 
他 和 们 的 做 法 可 能 略 有 点 像 老 式 学 堂 用 的 顺 日 汐 的 意思 : 
“ 负 页 得 正 , 正 真得 负 ; 
无 用 证 明 , 只 管 记 住 . 
然而 希腊 人 不 把 -5 这 样 的 对 象 看 做 个 数 是 有 相当 理由 的 . 对 他 
们 来 说 , 数 是 与 距离 .面积 和 体积 的 量度 紧密 联系 的 ,代数 的 法 则 通 
常用 儿 何 的 术语 进行 思考 , 渚 如 将 各 种 面积 杖 补 粘 合 ( 矶 图 4). 

但 是 即使 希腊 人 不 需 归 负 效 ,他 们 却 肯 和 定 还 筑 要 分 数 或 如 数学 
家 所 称 的 有 理 数 .( 正 ) 有 理 数 是 形 如 wj 的 数 ,这 里 a 和 者 基 自 
然 数 , 基 为 5 可 以 为 1 ,所 以 有 理 数 包 括 自然 数 ( 按 第 2 章 中 的 术语 ， 
自然 数 构 成 了 有 理 煞 的 一 个 了 和 集 ) ,希腊 人 原来 -和 直 相 信 ( 正 } 有 理 数 
系 对 解决 儿 何 问题 已 经 足够 了 ,而 到 公元 前 6 氟 纪 的 某 一 天 ,他 们 却 
惊 吕 地 发 现 根 本 不 是 这 么 同事 ,特别 是 人 人 们 发 现 2 的 平方 根 不 是 有 
理 数 ,这 就 意味 着 有 理 数 不 能 用 来 准确 量度 诸如 底 和 高 都 是 1 个 单 
位 长 的 直角 三 角形 的 对 角 线 ( 见 图 5). (为 了 能够 量度 所 有 的 几何 长 
度 ,就 需要 实数 一 一 我 们 很 快 会 讲 到 吏 多 有 关 实 数 的 事 . ) 这 一 发 现 
实际 上 标志 着 希腊 人 终止 了 在 算术 方面 的 任何 进步 ， 他 们 从 此 把 数 


他。 原 广 为 "Winus times minus wjludls Plus ,The reason for Ihis we need not 出 scuss”, 育 详 
汶 “ 革 值得 下 ,理由 禁用 装 论 ” 译 坷 注 . 
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平 果 二 和 


4 


四 本 全 四 


:1 S9 ] 


4 希腊 代数 . 希 脂 人 把 典 知 的 代数 等 式 ,知人 (epP= a? -2ab + 
中 用 纯 几 何 的 形式 加 以 验证 . 为 了 得 到 阴影 而 积 ,就 要 从 整个 面积 
(a?) 出 发 , 减 去 由 了 和 国 组 成 的 长 方形 (a8) 及 卫 和 本 组 成 的 长 方形 
(也 是 5), 再 加 上 小 正方 形 用 (82) 以 补偿 多 城 去 的 重合 部 分 .这 就 
给 出 了 上 而 的 等 式 . 


图 5 毕 过 哥 拉 斯 定理 .对 任何 直角 边 是 a 和 5, 斜 边 是 的 直 骨 三 
角形 ,公式 

hi=a+ hb: 
成 立 , 当 a =5=1 时 ,由 公式 得 出 = 民 , 这 是 一 个 无 理 量 , 邮 它 不 
能 表示 为 两 个 整数 的 商 . 


55 


学 限定 在 儿 何 构造 的 范围 内 
负 数 


最 所 用 到 和 宕 和 负数 的 自 成 系统 的 代数 掌 必 由 了 世纪 的 印度 数学 
家 所 创立 的 .他们 用 正 数 和 货 数 去 处 理 包 括 异 贷 在 内 的 屠 荔 问题 ,他 
们 不 仅 最 早 使 用 了 现代 意义 上 的 零 ,而 且 还 写 出 过 一 些 合 有 负数 {在 
数字 上 加 -点 来 表示) 的 方程 ,这 是 负 号 的 早期 表示 法 , 计 明 确 地 提 
出 了 符号 法 于 (5 正 梯 正 是 下 , 正 乘 负 基 负 , 负 乘 负 是 正 ) .他们 还 认识 
到 每 个 正 数 有 了 两 个 平方 模 -个 是 正 的 , 另 一 :个 是 负 的 . 

印度 人 的 这 些 早期 工作 并 没有 影响 到 14 寺 纪 划 16 世纪 文艺 复 
尖 时 期 的 欧洲 数学 家 .后 者 沿袭 着 古 希 腊 的 传统 ,乐于 使 用 负 号 但 却 
不 能 像 印度 人 那样 楼 受 负 数 ,方程 的 负 根 被 叫做 “虚构 的 根 ”. 

到 了 17 世纪 ,一 些 数 学 家 开始 使 用 "负数 ", 但 这 种 趋 增 受到 了 
抵制 ,有 时 反对 还 来 自 数 学 界 的 溃 流 . 列举: 笠 卡 儿 {René Descartes) 
讲 过 页 根 是 "不 真实 的 根 ”; 帕 斯 长 (Blaise Pasca) 同 样 认 为 比 零 小 的 
数 是 不 存在 的 ; 药 布 尼 黄 {Gottfried Leibnitz) 则 同意 负数 会 导致 还 订 
的 结论 ,然而 他 也 为 负数 辩护 说 :在 进行 计算 时 负数 是 有 用 的 ; 欧 拉 
接受 了 负数 ,但 却 相信 它们 比 汛 穿 (m ) 要 天 ,理由 是 内 0 =% ,所 以 
当 我 们 用 比 0 小 的 数 去 分 a 时 ,结果 就 要 大 于 无 穷 ， 

只 是 到 了 18 世纪 ,在 代数 中 应 用 负数 (用 负 号 作 标 记 ) 才 最 终 流 
传 开 来 ,尽管 那 时 许多 数学 家 对 负数 还 是 感到 不 舒服 ,只 要 可 能 就 不 
遗 余力 地 避免 使 用 负数 .的 确 , 只 有 接受 了 数 的 公理 化 思想 以 后 (网 
第 2 章 ), 负 数 才 真正 有 了 意义 .这 种 说 法 同样 适用 于 复数 ,但 在 我 们 
讨论 它们 之 前 ,应 该 说 说 “实数 ”. 


虽然 日 前 我 们 有 关 数 系 的 讨论 根据 数 的 类 型 的 不 同 分 成 几 个 部 
55 


[61] 


分 ,但 它们 的 历史 的 发 展 却 不 是 这 样 汉 滑 分 明 的 ,负数 ,实数 和 复数 
的 理论 基 在 大 致 同 - -时 期 发 展 起 来 的 .在 三 者 当中 ,出 色 地 处 理 实数 
是 成 杰 出 的 成 就 (也 是 最 难 的 ) ,虽然 (我 们 将 看 到 ) 在 复数 理论 中 首 
先 要 假定 实数 的 仓 在 性 ,可是 实数 理论 却 旦 最 后 才 建 立 起 来 的 . 

对 所 有 实际 的 目标 而 言 , 有 理 数 就 已 经 够 用 了 .在 现实 世界 中 
(与 数学 的 世界 相对 ) 的 确 只 能 用 到 这 些 数 ,问题 的 答案 大 多 只 几 到 
几 位 小 数 .当然 ,有 理 数 也 有 一 些 令 人 愉快 的 数学 特性 .两 个 有 理 数 
利加 ,机 减 . 相 乘 . 相 除 的 结 朱 仍旧 是 布 理 数 , 在 理 数 药 算术 还 满足 第 
2 章 ( 第 30~31 页 ) 中 所 列 的 整 环 的 所 有 公理 ,数学 家 由 此 得 出 有 虹 
数 构成 了 个 域 .什么 显 域 ? 是 其 中 可 笋 除法 的 整 环 , 即 满足 第 2 章 
中 第 30 ~ 31 页 的 七 个 公理 和 以 下 公 惠 的 一 种 结构 ; 

(8) 对 任意 不 为 0 的 数 ,存在 7 使 xy =1 (乘法 赣 元 素 存在 .) 
容易 验证 (你 不 妨 试 一 试 ): 对 任 给 的 * ,由 公理 中 所 保证 存在 的 y 是 


唯 的 .形式 上 把 这 唯一 的 数 写成 x-!1, 有 时 也 写成 地 .公理 8 使 


除法 可 行 ,因为 六 就 是 ab 

简 而 言 之 , 域 是 能 进行 通常 的 算术 运算 的 一 种 结构 ,正如 毕 达 梨 
拉 斯 学 派 所 发 现 的 那样 , 右 理 数 域 不 能 包含 诸如 方程 x* =2 的 解 .用 
有 理 数 你 可 以 求 强 达到 任意 精确 度 的 解 , 如 

]2=1，(1.4)2=1.96，《1.41)2=1.9981， 
(1.414) = 1.999396, 

等 等 ,但 没有 个 有 理 数 的 半 方 准确 地 等 于 23; 在 另 一 方面 ,实数 构 
成 了 :个 包括 有 理 数 的 域 ,这 个 域 由 元 素 丰 富 ,足以 解 像 上 面 那样 的 
方程 .这 里 给 出 精确 的 解 的 关键 妃 想 是 由 上 例 中 的 逐次 通 近 过 程 提 
供 的 . 11.4,41.41.1.414,… 给 出 了 平方 是 2 的 那个 数 的 越 来 越 好 的 - 
近似 .点 是 能 使 用 有 无 穷 多 位 的 十 进 小 数 , 我 们 则 能 写 出 其 平方 恰 为 
2 的 一 个 数 ， 


1,414213-…-( 直 至 无 鹤 ). 
可 基 我 们 显然 写 不 出 无 穷 多 位 的 小 数 序列 ,那么 实际 上 该 怎么 收 呢 ? 
57 


要 学 + 莉 的 鞭 秋 时 做 


答案 是 让 数学 汶 我 们 处 理 必 要 的 极限 概念 , 邹 是 说 必须 用 公理 的 方 
法 来 生成 实数 ,事实 证 明 这 是 一个 入 其 困难 的 工作 ,其 内 容 远 和 远 超 出 
了 本 书 的 范围 .为 建立 实数 概念 而 需要 的 适当 的 公 旦 体系 在 19 世 经 
70 年 代 最 终 完 成 , 它 足 最 伟大 的 数学 成 就 之 --. 

实数 包括 所 有 的 有 理 数 (就 像 整 数 构成 有 埋 数 的 一 个 子 集 -- 
样 ) ,同时 也 包括 许多 其 他 的 数 , 不 是 有 有 涅 数 的 实数 叫做 无 理 数 .天理 
数 的 例 疗 有 x ,e 和 WE(Ck 为 不 是 完全 平方 的 任意 自然 数 ). 


复 数 


16 世纪 ,欧洲 数学 家 一 一 特别 是 意大利 人 邦 贝 利 (Rafaello 
Boembeli 一 一 开始 认识 到 ,在 解 代数 方程 时 假设 负数 可 以 开平 方 根 
常常 是 有 用 的 .考虑 到 那 时 的 学 术 “ 气 候 ”, 休 就 会 理解 为 什么 这 样 的 
数 被 称 作 是 "想象 的 数 " ,而 现在 数学 家 把 所 有 的 数 都 看 做 是 “想象 
的 "概念 , 负 实数 的 平方 根 并 示 出 其 他 的 数 特别 .不 管 怎 么 说 ,现在 仍 
习惯 地 把 负数 的 平方 根山 做 不 的 (想象 的 ) 数 ,于 是 这 里 “ 虚 的 "(想象 
的 ) 这 个 词 就 有 了 一 种 特殊 的 ,技术 性 的 意义 . 

事实 上 ,为 得 出 负 实 数 的 平方 根 , 只 需 假 定 方程 x+ 1=0 的 解 
存在 -如果 代表 这 一 方程 的 解 ( 产 = - 门 , 则 对 任意 正 实数 a ,负数 
-ea 的 半 方 根 将 是 (Ya)i( 实 际 上 有 两 个 平方 根 CV a)i 和 - 《Vai. 
同样 ,方程 x?+ 1=0 也 有 两 个 解 ,i 和 -说 , 形 如 ai 的 数 叫做 虚数 ， 
这 里 a 是 实数 (字母 i 的 这 种 用 法 最 早 由 欧 拉 开始 ). 

复数 是 形 如 e+ 天 的 数 , 其 中 a 和 48 是 实数 .这 里 的 加 号 并 不 
是 一般 的 加 的 意思 {实数 .虚数 怎么 相 加 ?), 而 是 把 复数 的 实 部 a 与 
虚 部 点 分 开 . 注 意 ,如 果 训 =0, 则 a+ 如 = 4a, 所 以 实数 构成 了 复数 的 
一 个 子 集 . 同样 地 ,如 时 ae=0, 则 e+ 下 = 丙 , 所 以 康 数 也 构成 了 复 
数 的 -- 个 子 集 . 


东西 叫做 数 有 什么 道理 呢 ? 不 过 请 记 住 ,复数 是 什么 模样 并 不 重要 ， 
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重 本 的 是 它们 如 和 何 运作 .如 果 复 数 具 有 一 种 肥效 实用 的 算术 (不 管 是 


:6 在 数学 内 部 或 是 更 广 的 范围 内 ), 有 可 能 构成 一 个 域 , 则 它们 也 应 有 
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被 叫做 “ 数 "的 权力 .那么 复数 的 算术 是 什么 样 的 呢 ? 款 规 则 如 下 . 
【对 大 多 数 人 来 说 ,这 是 他 们 所 遇 玫 的 第 一 个 公理 化 观点 下 的 数 系 . 
在 对 整数 ,有 理 数 ,或 实数 中 的 任何 - -种 进行 公理 化 之 前 ,大 多 数 人 
就 已 经 对 它们 相当 熟悉 了 .) 
两 个 复数 相 加 的 规则 很 简单 :把 实 部 相 加 , 笛 把 虚 部 如 在 起 . 
于 是 ， 
(a+rpij+rtetdi)=tatre)+(h+ adi. 
举例 米 说 : 
D3 +CT+r1i)=0+4i, 
{3+4E) + (4-21)=1+2i. 
.复数 的 乘法 团 微 复杂 些 , 轩 路 是 使 用 一 般 的 两 个 带 括 导 的 和 相 
乘 的 代数 法 则 ,然后 让 总 = - 1. 这样， 
Cat Pitet di)=ac t+ oad + bei + bdi* 
= ec + adir+ bt— bd 
= (oc bd) +ttad+ be)i. 
例如 : 
(2+43i)(5+72D=10+14i+157 +2127 
=]0+14i+15i—21 
= 11+292. 
令 人 惊奇 的 也 许 是 复数 可 做 除法 ,规则 是 : 
atb othd he-ad. 


e+ 本 ”ea 二 
例如 : 

3+5F 3x1l+5x2 5x1-3x2, 
1+2i 1+4 1+4 

_3+10 ,5 一 6， 

-5 5 7 

-BB_l1. 

5 5 
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事实 上 ,复数 构成 了 -个 域 . (作为 练习 你 可 以 验证 ,由 上 曾 定 闵 
的 帮 法 和 乘法 确实 能 得 出 满足 域 公 理 的 算术 . ) 所 以 ,蔚然 你 会 感到 
复数 概念 有 些 奇 怪 , 可 它 却 提供 了 -种 ”- 般 ”类 型 的 算术 .而且 ,你 
能 从 中 得 到 其 他 数 系 所 没有 的 额外 收获 :在 复数 域 中 ,每 个 多 项 式 方 
程 事 十 可 解 的 1 即 苦 anal el 是 复数 , 则 存在 复数 x, 它 
为 片 程 科 + 得 1 + 十 存世 十 ao= 心 的 解 . 当然 实数 就 没有 
这 样 的 性 质 , 方程 x*+ 1= 人 0 书证 实 了 这 :点 ， 

效 才 提 到 的 结果 叫做 代数 基本 定理 .1692 年 由 吉 拉 多 (Girard ) 
并 先 提出 , 达 半 贝尔 (dlember 六 1746) 和 欧 拉 (1749) 都 曾 证 明 过 
刀 , 但 证 明 不 完善 .第 一 个 完 信 正确 的 证 明 是 由 高 斯 在 1799 年 他 的 
博士 论文 中 给 出 的 .高 斯 对 这 结果 印象 很 深 . 后 米 叉 给 出 了 二 个 
( 定 全 不 同 的 ) 证 明 . 

代数 基本 定理 只 是 使 复数 系 成 为 这 样 一 个 “好 "的 数 系 的 原 册 之 
一 . 姑 一 个 重要 的 原因 是 复数 域 支 持 了 强 有 力 的 微分 学 的 发 展 ,导致 
了 多 产 的 复 变 明 数理 论 . (这 -理论 将 在 第 9 竟 中 谈 及 .}) 

复数 理论 不 仅 在 数学 上 旦 吸引 大 的 ,实际 上 也 是 极其 有 用 的 . 复 
数 的 第 - -个 精彩 的 科学 应 用 昆 由 斯 泰 因 米 蔬 (Charies Steinmetz) 做 出 
的 ,他 发 现 复数 在 涉及 交流 电 的 高 效率 计算 中 发 挥 了 实质 性 的 和 作用. 
今天 没有 哪个 电气 工程 师 可 以 离开 复数 , 搞 空 气动 力学 和 流体 力学 
的 人 也 是 这 样 . 爱 因 斯 元 的 相对 论 中 也 用 到 了 复数 :三 个 空间 维 数 看 
做 是 实数 ,而 时 间 维 数 看 做 是 虚数 :就 是 在 量子 力学 中 ,物理 学 家 也 
必须 和 复数 打交道 . 

尽管 复数 构成 了 一 个 域 ,尽管 它们 非常 有 用, 尽管 所 有 的 数 系 其 
实 部 是 纯 抽 象 的 “想象 的 " 辣 椅 ,许多 人 还 是 对 复数 感到 不 自 太 . 这 
主要 (完全 人 是 一 个 习惯 问题 .比如 ,在 分 析 学 家 的 "显微镜 ”下 ,实数 
可 能 是 非常 复杂 的 数学 对 象 . 而 两 面 趋向 无穷 ,0 在 中 间 的 实 直线 却 
是 -- 幅 令 人 非常 舒服 药 简 单 图 形 ( 见 图 67. 
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图 6 实 直线 .实数 公理 保证 了 此 线 为 连续 的 ,中间 没 有 “ 空 足 ,其 
至 没有 只 能 容 下 一 个 点 的 无 限 小 的 空隙 (在 这 种 意义 下 ， 有 理 直 线 ” 
在 .2 应 在 的 地 方 有 一 “ 空 防 "). 


虑 轴 


3i 寺 之 二 | 


2+i@ 
1 一 - -~ 一 
-3 一 之 


图 7 复 平面 .复数 e+i 由 数 对 (ta ,58}) 确 定 的 点 识别 .实数 在 水 平 
L 66- 办 上 , 纯 虚 数 在 纵 轴 上 . 
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数学 靳 的 闭会 时 村 


偶数 有 同样 令 人 舒服 的 图 ,这 是 个 好 消息 .就 像 实数 串 以 看 收 基 
洋 线 工 的 点 --: 样 ,复数 叮 以 认为 是 二 维 平 面 上 的 点 ( 见 图 7). 第 -个 
拒 复 数 这 样 形象 化 的 是 白 学 成 材 的 挪 不 测量 员 维 赛 尔 (Caspar Wes- 
sel) . 1797 年 他 报告 了 他 的 想法 . 瑞 芋 幼 书 家 阿 甘 得 (jean - Robert 
argand) 和 高 斯 与 他 所 抑 略 同 . 阿 甘 得 在 1806 年 出 版 了 一 本 书 讨论 
这 个 问题 ,事实 证 明 此 并 产生 了 极 天 影响 , 复 平面 一 一 二 维 平 面 用 来 
表 朱 复数 时 的 称呼 一 一 有 时 也 叫做 阿 计 得 图 ， 


四 元 数 


复数 可 以 表 为 复 平面 上 的 点 ,在 这 一 思想 局 发 下 ,爱尔兰 数学 家 
哈密 顿 (William Rowan Hamilion ,1805 ~ 1865} 利 用 实数 坐标 给 复数 
一 种 代数 的 ( 即 本 质 上 是 公理 化 的 ) 解 释 . 他 接着 尝试 把 复 平面 推广 
到 三 维和 的 可 能 性 .事实 证 明 这 是 行 不 通 的 ,但 哈密 顿 发 现 了 看 四 维 情 
次 下 可 以 推广 出 -- 种 可 时 做 “ 超 复 数 " 的 系统 . 

哈密 顿 把 他 发 现 的 新 数 叫 做 四 元 数 ， 这 项 发 现 来 之 不 易 ， 经 过 
儿 年 的 思考 才 最 终 取得 关键 性 的 突破 . 正 像 在 数学 研究 中 经 常 发生 
的 那样 ， 重 要 的 思想 并 不 是 坐 在 书 案 旁 得 来 的 .1843 年 的 一 个 黄 
和 卉 ， 他 和 和 妻子 沿 着 都 柏林 的 皇家 运河 散步 ， 突 然 他 意识 到 假如 他 合 
弃 乘 法 交换 律 ， 那 么 其 余 的 一 切 就 能 正常 运转 了 . ( 踊 他 可 以 得 到 
另外 -- 种 可 接受 的 数 系 .) 他 的 想法 使 他 兴奋 不 已 ， 他 停 在 布 罗 罕 
桥 上 把 基本 的 公式 刻 在 -- 块 石 妆 上 ，( 原 素 的 刻 痕 早已 被 日 月 风雨 
侵蚀 至 尽 ; 但 于 座 桥 上 现在 装 做 了 一 块 纪念 牌 以 记载 那个 伟大 的 事 
件 . ) 

简单 中 说 ,四 元 数 是 一 种 形 如 


a+totar 


的 数 , 这 里 a ,5,c,d 是 实数 ,i,j, 上 是 满 是 等 式 这 = 六 = 局 = -1 的 
“如 ” 数 ,哈密 顿 刻 在 桥 上 的 关键 的 等 式 是 : 
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第 3 党 - 数 民 和 类 数 问 是 


请 

丘 二 一 在 ，。 语 二 -i， 访 二 一 ]. 
用 这 些 规则 ， 任 意 两 个 内 无 数 可 以 相 乘 即 得 到 第 三 个 四 元 数 . 
(加 法 眼 复 数 的 --…- 样 ， 只 要 简单 地 将 对 应 项 相 加 即 可 . 》 按 一 般 的 代 
数 法 则 所 形成 的 数 系 满足 除了 乘法 交换 律 之 外 的 整 环 的 所 有 公理 . 

在 现代 物理 学 中 发 现 四 元 数 有 相当 大 的 用 处 ,更 奇怪 的 一 种 数 

系 一 一 八 元 数 亦 然 ,后 者 是 种 从 维 的 数 系 ,其 中 不 仅 交 换 律 不 成 
立 , 就 连 乘 法 结合 律 也 不 成 立 .现在 是 我 们 同 到 自然 数 上 面 ,看 看 高 
斯 在 数论 上 的 工作 的 时 候 了 . 


高 斯 整数 


1796 年 , 浴 斯 证 明了 数论 中 的 一 个 深 砚 的 定理 , 它 串 做 二 次 互 
反 律 ,是 用 来 解 像 
%cmod7=3 
这 样 的 方程 的 .这 种 方程 的 一 般 形 式 为 
XY2madp = 9 ， 
其 中 中 和 gq 是 素数 .在 试图 把 他 的 理论 推广 到 包括 高 次 方程 的 情形 
(x3modp = 9 等 ) 并 最 终 得 以 成 功 之 际 ,高 斯 发 现 如 果 使 用 形 如 w + 
中 (其 中 a 与 5 是 整数 ,i = v -1) 的 数 , 而 不 是 仅仅 用 到 整数 ,他 所 
进行 的 计算 就 会 简单 一 些 , 琉 在 ,这 种 “ 复 整 数 ” 叫 做 高 斯 整 元 .它们 
在 分 解 因子 时 特别 有 用 . 正 像 普通 整数 有 因子 分 解 : 
a -bi=(a+b)(a-b) 
一 样 , 高 斯 整数 导致 
n+ b= (a+ bhi)(a— hi). 
从 直觉 上 看 高 斯 整数 似乎 应 占据 复数 城中 像 普通 整数 在 实数 城 
中 那样 的 位 置 . 位 高 斯 整数 究竟 跟 整 数 有 哪些 相像 呢 ? 
在 第 1 章 中 己 摘 清楚 ,有 关 整 数 的 最 重要 的 事实 包含 在 蓝 术 基 
本 定理 中 : 基 每 个 整数 可 唯一 地 表示 为 一 些 素数 {不 能 进一步 分 解 的 
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数 ) 的 机 ,最 多 相 盖 - 1, 高 斯 还 明了 在 高 斯 整数 中 有 些 数 是 “ 素 " 的 : 
(如 不 能 被 分 解 ). 利用 这 样 的 “来 数 "可 以 对 高 斯 整数 得 到 类 似 于 算 
术 藻 本 定理 的 崔 一 因子 分 解 定 至 .( 这 里 的 "素数 "并 不 是 指 形 如 a + 
开 , 而 a 与 部 是 素数 的 数 .高 斯 素数 定 实 为 那些 不 能 分 解 为 其 他 高 
斯 整数 的 积 的 高 斯 整数 . 正 因 如 此 ,数学 家 们 经 常 称 它们 为 不 可 约 
的 .) 


类 数 问 题 


实践 证 曲 , 除 了 互 反 律 , 遍 斯 整数 述 在 别 的 问题 上 很 有 用 好 ,其 
中 出 名 的 是 它们 跟 费 马 大 定理 的 联系 ,这 部 分 内 容 在 第 8 章 中 有 更 
多 的 介绍 .高 斯 整数 被 证 明 如 此 有 用 ,以 至 探讨 别 的 跟 它 类 拟 的 数 系 
也 变 得 很 有 意义 了 ,这 正 是 高 斯 所 和 做 的 . 在 可 能 探讨 的 各 种 数 系 当 
中 ,最 富 成 果 的 是 形 如 w+ 5 v -4 的 数 所 枸 成 的 数 系 ,这 里 4 是 某 
个 不 为 | 的 正 整 数 . 

现在 ,还 有 一 件 能 引起 小 小 的 惊奇 的 事情 .为 了 得 到 一 个 合理 的 
数 系 ( 即 与 普通 的 整数 有 某 种 相像 的 数 系 ), 当 取 ad 满足 dmod4= 3 
时 ,你 就 得 让 a 和 5 既 能 取 为 整数 文 可 取 为 半 整 数 .如 

和 +2V 3， 池 + 了 -3 

是 取 4 = 3 所 得 的 数 系 中 的 数 ( 如 果 dmod4 寺 3, 那么 跟 遍 斯 乏 数 -- 
样 ,a 和 所 就 只 取 整 数 ). 

作 了 上 而 的 小 小 的 修正 以 后 ,你 会 问 哪 个 a 值 会 使 你 得 到 - 
种 合 型 的 “数论 ”特别 地 , 桂 个 4 值 将 使 你 可 以 得 到 了 肉 一 因子 分 解 
定型 * # =1 时 (高 斯 整数 }, 有 此 定理 ;dd =2 利 4=3 时 也 能 得 到 这 
个 定理 ,但 d =5 时 就 不 能 ,因为 在 这 个 数 系 中 6 这 个 数 有 两 入 形式 
的 过 子 分 解 ( 分 解 至 水 可 约 的 情形 ): 

6=2x3,6=[(1+v ~- S)x(1-wv -5). 
高 斯 的 时 从, 知道 有 9 个 4 值 熏 s+ 8 vd 所 产生 的 数 系 有 了 唯一 
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因子 分 解 定理 Ca,h 如 上 闸 所 指出 的 那样 取舍). 这 9 个 值 是 : 
d=1,2,3,7,11,19,43,67,163. 
还 有 别 的 值 吗 ? 明 然 高 斯 和 其 他 大 在 随后 的 几 十 千里 几经 努力 ,可 
述 量 没 有 得 找到 .下 -- 个 结果 是 1934 年 海 布 龙 (Heilhronn ) 和 林 福 
{Linfoot} 作 出 的 ,他 们 说 至 多 还 可 存在 一 个 其 他 的 a 值 ,如 果 它 本 
在 , 那 将 是 -- 个 天 文 数字 .位 是 月 没有 第 10 个 这 样 的 了 值 呢 ? 
1952 年 ,有 ~- 个 人 知道 了 不 存在 那个 & 秆 . 那 一 年 ,一 位 把 数学 
当 作 业余 爱好 的 进 休 的 瑞 七 科学 家 和希 格 内 尔 (Kort Heegner) 发 表 了 了 
他 的 证 明 , 声 称 第 10 个 d 值 不 存在 ,得 溉 人 人 相 入 他. {他 的 文章 很 难 
读 ,虽然 如 此 ，…… ) 世 界 上 其 余 的 人 在 等 待 了 1 年 之 后 才 知 道 了 这 
一 真理 . 麻 省 理工 学 院 的 斯 塔 克 (Harold Stark) 和 剑桥 大 学 的 阿兰 :由 
克 (Alan Baker) 独 立地 (用 不 同 的 方法 ) 证 明了 第 10 个 a 值 不 存在 ， 
这 - -次 数学 界 信服 了 ,在 这 一 :发 现 的 葡 呈 下 斯 塔 克 和 贝克 及 重新 检 
查 了 和希 略 内 尔 的 工作 ,结果 惊奇 地 发 现 希 格 内 尔 的 证 明 本 质 上 是 正 
确 的 .被 恕 寓 的 瑞 七 人 其 实 是 对 的 ! 
现在 你 能 知道 为 什么 163 是 这 么 特殊 了 吧 ? 在 本 章 开 始 提 到 它 
引 赵 了 那些 奇怪 的 结果 .163 是 使 a + 8 vw -dd 这 样 的 数 系 有 唯 -- 因 
子 分 解 的 最 大 的 4 值 . {不幸 的 是 这 里 不 能 进 -- 步 指出 究竟 4 = 163 
时 的 唯一 因子 分 解 特性 与 早先 谈 过 的 它 的 性 质 有 什么 关系 . 那 纯 粹 
是 职业 数学 家 的 事 1) 
在 搞 清 了 那些 使 唯一 因子 分 解 定理 成 立 的 数 系 a + bv -dd 之 
后 ,我 们 对 那些 没有 了 唯一 -因子 分 解 性 的 数 系 又 该 说 些 什 么 呢 ? 高 斯 
又- 一 次 扮演 了 领头 羊 的 角色 .他 把 从 a 值得 来 的 每 个 数 系 与 某 个 自 
然 数 有 ta) 连 系 起 来 ,这 个 自然 数 岂 做 那个 数 系 的 类 数 {clase num- 
ber), 这 个 类 数 可 以 确定 唯一 因子 分 解 定 理 失 效 的 界限 .如果 类 数 是 
1 高 斯 所 列 出 的 那些 a 值 都 属于 这 一 -情形 }, 则 唯一 因子 分 解 定 理 
成 立 ,如 果 CH) =2( 比 如 4=5,6,10,13), 则 唯一 因子 分 解 定理 失 
效 . 类 数 为 3 时 {4 =23,31.59 等 ), 刚 定理 失效 的 程度 稍 有 增加 ,类 
t71] 数 为 4 时 (dd = 14,17,21) 先 效 的 程度 更 高 ,以 后 的 情形 大 致 如 此 ,类 
65 


数 战 大 ,在 该 数 系 中 把 数 分 解 成 (该 系 中 的 ) 素 因子 的 方法 越 多 . 

在 算术 研究 了》( 高 斯 的 不 朽 警 作 , 我 们 在 第 1 章 中 提 过 ?第 303 
竹中 ,高 斯 描述 了 一 些 类 数 的 粗略 的 计算 ,并 注意 到 对 每 个 类 数 让 ， 
似乎 有 -个 满足 h(ad) =& 的 最 大 的 qd 值 .使 h(g})=1 的 最 大 的 4 
值 是 163, 使 h(ad)=2 的 最 大 d 值 是 27, 使 htd) =3 的 最 大 4 值 
是 907. 哩 然 高 斯 猜想 情形 一 定 是 这 样 的 ,但 他 既 不 能 完全 肯定 刚才 
提 到 的 值 就 是 那些 最 大 的 ,也 厅 能 证 明 总 有 最 大 的 4d 值 邦 在 . 

类 数 问 题 { 要 假定 高 斯 的 猜想 成 立 , 以 便 使 下 面 的 讨论 有 意义 ) 
就 是 要 对 每 个 类 数 上 确定 使 h(d) = 下 的 最 大 的 4 值 .( 希 格 内 A 尔 
1952 年 的 结果 解 沈 了 衣 = 1 时 的 类 数 问题 . ) 

从 各 斯 时 代 开 始 直 到 这 个 世纪 ,类 数 问 题 实际 上 没有 任何 进展 . 
1916 年 .海上 抑 (Heckey 证 明了 如 果 一 个 叫 伐 广义 黎 野 猜想 的 更 复杂 
的 陈述 止 确 的 话 , 那 么 每 个 类 数 只 与 有 限 多 个 4 值 相关 的 高 斯 猜想 
就 成 立 , 可 是 因为 没有 人 知道 广义 黎 曼 猜想 对 还 是 不 对 { 现 在 仍 是 如 
此 ), 海 克 的 结果 没 说 出 很 多 信息 ,或 至 少 对 察 数 问题 本 身 没 说 出 什 
么 .1934 年 ,在 多 灵 (Deuring) 和 莫 戴 尔 {Wordell) 的 近期 工作 的 基础 
上 , 海 布 龙 证 明了 在 广义 获 曼 猜想 错误 的 假设 下 高 斯 猜想 成 立 . 因为 
所 论 及 的 黎 曼 猜想 非 对 即 错 一 一 尽管 我 们 没有 去 决定 {或 如 第 2 章 
中 所 说 的 , 心 持 有 了 一 种 结论 ,但 不 能 肯定 ) 哪 一 个 正确 一 一 海 克 和 
海 布 在 的 结果 加 在 一 起 最 终 证 明了 高 斯 猜想 . 

高 斯 猜想 -一 经 证 明 ,解决 类 数 问题 本 身 的 道路 即 已 扫 铺 .首先 已 
经 有 和 希 格 内 尔 1952 年 的 结果 证 明了 hh = 1 的 情况 ,接着 在 1967 年 ， 
在 重新 证 明了 = ! 的 情况 后 贝克 与 斯 塔 克 又 揭示 了 玉 =2 的 情况 . 
但 已 有 的 方法 都 不 能 解决 其 他 情况 下 的 问题 . 

重大 突破 发 生 在 1975 年 ,位 于 奥 斯 江 的 得 克 萨 斯 大 学 的 哥 德 非 
尔 德 (Dorian Goldfeld) 得 到 了 部 分 解答 .经 过 解析 数论 方面 的 元 长 而 
又 艰难 的 论证 , 醋 德 菲尔德 证 明了 俊 如 能 得 到 某 . -( 更 准确 地 说 是 复 
的 ) 数 学 对 象 的 话 , 则 类 数 问题 就 可 以 完全 解决 .他 所 要 求 的 数学 对 '72; 
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象 基 上 其 有 某 种 形状 的 几何 曲线 了 , 它 还 应 其 有 一 些 不 同 寺 常 的 特殊 
性 质 .找到 所 需 形状 的 曲线 并 不 难 , 回 题 是 要 找到 具有 基 种 特殊 性质 
的 这 类 曲线 . 哥 德 非 尔 德 努 心 想 找 出 -一 个 ,可 却 失 败 了 ,就 像 以 前 赋 
窜 这 - :问题 的 那些 人 - 样 . 

直到 1983 年 , 蔡 格 外 CZagier) 和 格 罗 斯 (Gross) 才 在 他 们 的 研究 
中 取得 成 功 . 他们 的 关键 性 的 思想 是 ;寻找 在 曲线 上 的 -一 些 特殊 点 ， 
为 了 纪念 袜 长 期 忽视 的 希 格 内 尔 , 他 们 把 这 些 特殊 点 叫 知 和 希 档 内 东 
点 . 那 时 的 证 明 中 出 现 了 - :个 庞大 的 方程 , 光 是 计算 方程 两 边 的 项 就 
用 了 100 碳 . 然 后 他 们 还 得 把 现成 对 地 列 出 以 验证 廊 程 的 正确 .证 明 
的 这 . -部 分 虽然 很 长 ,但 在 数学 家 看 来 是 "有 明白 易 懂 "的 .真正 令 人 人 吃 
惊 的 是 一 条 简单 的 曲线 房 然 控制 着 无 穷 多 族 数 系 的 性 状 . 

经 过 183 年 的 功 程 ,高 斯 的 类 数 问 题 最 终 得 到 了 解决 . 
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记 特 出 措 汕 ,这 各 曲线 庶 具 有 旭 下 氛 式 前 方 椅 : 
7 二 4 3 hr? + crt 


这 种 陆 钱 电 役 酉 加 曲线 ,它们 除了 在 此 提 列 的 应 用 庆 , 在 数论 中 还 有 许 才 应 用 . 
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一 篇 高 水 平 论文 , 痢 登 在 Netiees of the American Mathemutical Society , Yolume 
31, Number7( November 1984) ,Issuc 237,pp.739— 43 二 .这 篇 文章 也 为 愿意 进 一 
步 深入 了 解 的 人 提供 了 更 党 (高 层次 的 ) 文 献 . 但 应 玲 出 ,此 著作 非常 高 深 ,大 多 
数 职 业 数学 家 都 会 感到 难以 理解 其 中 的 证 明 . 
最 后 ,如 果 想 类 自 一 读 高 斯 的 Disquisitiones Acthmeticae, 嘟 曾 大 党 于 1966 
年 出 过 -一 个 英 译 本 (原著 于 180] 人 年 在 莱比锡 出 版 〉. [74- 


{地 家 宏 译 ) 
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数 学 的 美 


罗素 (Bertrand Russell) 在 1918 个 出 版 的 《神秘 主义 与 逻辑 》-- 书 
中 和 写 道 ; 
“公正 而 论 , 数 学 未 仅 斤 有 真理 ,而 且 拥 有 至 高 无 上 的 美 
一 种 冷峻 严肃 的 美 ,就 像 是 一 苯 雕 塑 .” 

另 一 位 著名 的 莫 国 数学 家 哈代 ,在 《一 个 数学 家 的 准 白 》(1940 
年 ) 一 书 中 网 写 道 ; 

“数学 家 的 遗 型 与 画家 或 诗人 的 造型 一 样 ,必需 美 ; 概 念 也 

像 色彩 或 语言 一 祥 ,必须 和 谐 一 玛 . 美 是 首要 标准 ,不 美的 数学 

在 世界 二 是 找 不 到 永久 地 位 的 ,……- 数 学 的 甘 很 难 定义 ,但 它 孝 

像 任何 形式 的 美 一 样 地 真实 一 一 我 们 很 可 能 不 知道 什么 才 算 是 
美的 诗 , 但 这 些 毫 也 不 亲 碍 我 们 在 朗读 一 首 诗 时 去 欣 觉 它 的 
两 位 作者 在 这 里 谈 到 的 是 一 种 形式 高 度 抽象 的 美 , -种 为 一 : 切 

职业 数学 家 所 共识 而 对 大 多 数 人 来 说 却 末 曾 体 验 走 至 难以 想象 的 内 

在 美 .这 是 一 种 逻辑 形式 、 结 构 与 延明 的 美 ,一 种 只 有 玛 过 改期 艰苦 
[75] 探索 之 后 才能 领略 的 美 . 

至 少 到 本 让 纪 80 年 代 初 为 止 情况 一 直 如 此 .后 来 由 于 电子 计算 

机 特别 是 图 每 旦 示 系 统 的 发 展 , 革 些 新 兴 的 数学 使 一 切 发 生 了 变化 . 

混 汪 动力 学 就 是 计算 机 并 居 的 :个 新 的 数学 领域 , 它 还 有 其 他 不 同 

的 名 称 . 虽 然 这 门 学 科 所 涉及 的 革 些 数学 知识 与 数学 家 的 其 他 任何 
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新 的 黄金 时 代 ， 


艺术 同样 困难 .同样 抽象 ,化 它 所 获得 的 结果 可 在 计算 机 屏幕 .显示 
出 米 , 使 所 有 的 人 .无 论 基 数 掌 家 还 是 门外汉 都 有 目 共 睹 .在 德国 葡 
德 学 院 组 织 的 -- 个 展览 会 .[ ,计算 机 图 象 显 示 的 硬 片 成 为 中 心 内 容 ， 
这 个 展览 会 在 1985 年 开始 周游 世界 各 地 ,在 大 学 数学 系 和 公共 艺术 
陈列 馆 受 到 同样 的 欢迎 ,电影 工业 也 很 快意 识 到 这 门 新 数学 的 潜力 ， [96] 
来 白 复 助力 学 (同一 领域 的 不 同名 称 ) 的 自 益 增多 的 概念 正 被 应 用 于 
科幻 影 睹 的 图 湿 制 作 . 

图 8 只 是 这 个 新 领域 中 各 种 常见 结构 的 大 量 图 示 的 一 例 .( 这 些 
图 象 有 许多 可 制 成 彩色 以 突出 黑 户 图 中 大 不 到 的 形状 .) 尽 管 令 人 感 


图 8 分 形 艺术 -- 一 蒙 德 尔 布 罗 世 界 一 将 . 
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第 4 雍 : 沪 汉 元 半 


到 意外 ,但 图 8 的 复杂 性 却 是 某 种 简单 数 掌 的 结果 (虽然 详细 的 分 析 
也 会 涉及 非常 高 等 的 方法 ). 不 章 将 介绍 这 区 数学 . 


英国 海岸 线 有 多 长 ? 


这 问题 正 是 1967 年 4 科学》 杂志 发 表 的 一 篇 划时代 文章 的 标题 
作者 蒙 德尔 布 罗 (Benoit Mandelbrot) 是 -- 位 杰出 的 法 国 数学 家 ,当时 
正在 纽约 约克 部 高 地 BM 公司 的 活 特 生 研 究 中 心 工 作 , 问题 乍 看 似 
乎 很 简单 . 你 也 许 会 想 : 利用 地 图 或 航空 测量 就 能 获得 令 人 满意 的 等 
案 . 麻 烦 的 是 ,无 论 你 做 得 多 么 认真 细致 ,都 不 可 能 得 到 准确 的 答 数 . 
而 所 有 充分 的 理由 认为 :根本 就 没有 准确 的 等 数 ! 这 是 蒙 德尔 布 罗 

得 出 的 惊人 结论 ,他 的 推理 如 下 . 

假定 你 乘 一 架 喷 气 式 飞机 硒 10000 米 高 空 沿 海岸 线 作 飞行 测 
量 ,同时 不 断 拍摄 海岸 照片 ,然后 选取 适当 的 比例 尺 并 计算 你 拍 到 的 
天 晤 照片 所 描 示 的 整个 长 度 .这 样 得 到 的 管 数 是 否 精确 呢 ? 否 ! 从 
10000 米 高 室 你 不 可 能 区 别 许 多 的 小 海湾 和 小 海峡 5 假设 称 使 用 的 
是 一 架 性 能 良好 欧普 通 型 相机 }. 如果 你 改 尿 … 架 小 飞机 在 500 米 高 
处 重复 这 种 测量 ,将 会 看 清 许多 原来 刹 不 见 的 细部 ,而 使 你 的 答 数 大 
大 增加 .在 第 一 容 拍摄 的 照片 中 显得 光 请 的 海岸 线 , 现 在 被 发 现 包 舍 
着 无 数 小 海湾 和 小 海 师 . 

秽 在 候 设 你 经线 地 面 ,用 量规 米 测 量 海 岸 线 长 度 , 间 隔 比 如 取 1 
米 , 那 各 那些 在 空中 看 不 清 的 崖 儿 将 使 答 数 变 得 更 大 .如 果 你 改 取 问 
隐 为 10 厘米 ,结果 继续 增 大 ,如 此 等 等 .每 一 次 ,度量 越 精密 ,海岸线 
就 显 需 出 越 多 的 细 和 ,而 你 慕 得 的 答 数 也 就 变 得 越 大 .很 快 你 就 会 去 
测量 石子 . 钞 粒 ,然后 是 分 子 等 等 .在 所 有 情形 .你 得 到 的 答 数 都 将 趟 
断 增 大 . 

当然 在 物理 世界 ,这 种 越 来 越 精 细 的 测量 过 程 必 然 会 有 终结 .就 
人 的 限制 向 言 ,你 是 能 会 在 使 用 1 米 间 隔 的 基 规 后 就 停 上 上 测量 ,而 物 
理学 察 可 能 会 认为 这 和 神 测 量 过 程 必 将 在 原子 层次 于 达到 -- 个 理论 的 
极限 .但 从 数学 家 理想 化 的 观点 看 ,这 种 越 来 越 精 细 的 测量 过 程 则 可 
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以 无 限 继续 下 去 . 这 意味 首相 应 的 测量 结果 将 无 限 地 增 大 . 也 就 是 
说 ,所谓 海 岩 线 的 长 度 并 没有 人 确切 的 数学 定义 ,而 仅仅 是 任意 的 选择 
一 -这 种 选择 甚至 不 能 看 作 是 基 个 “真实 * 答 数 的 近似 ， 

入 权 史 CH.von Koch) 在 1904 年 首先 考 碟 过 的 … 种 儿 何 图 形 ， 
为 蒙 短 尔 布 岁 的 不 可 损 摸 的 海岸 线 问 题 提供 了 理想 的 数学 模型 .我 
们 把 这 种 几何 图 形 称 为 柯 克 岛 .图 9(i) 表 示 从 一 艘 外 空 火 第 上 看 到 
的 何 克 岛 .从 这 样 的 路 离 看 ,其 形状 仿佛 就 是 -个 等 边 二 角形 . 当 火 
箭 立 近 地 球 时 ,逐渐 看 清 了 这 个 等 边 二 角形 的 每 条 边 上 ,还 包含 一 个 
海 则 ,它们 形成 一 个 小 的 等 边 三 角形 ,位 十 每 边 中 央 三 分 之 一 处 (图 
9G)) .如 果 图 9(i) 的 周 长 为 3. 那么 图 9(ii) 的 周 长 将 是 3x (也) = [78] 
4. 当 火 第 进一步 靠近 地 球 ,你 会 发 现 原先 看 到 的 十 二 条 小 边 短 一 条 
同样 包含 有 “个 位 于 中 央 . 三 分 之 :处 的 等 边 王 角 形 海归 (图 9 
Gi)) ,现在 赂 形 的 周 长 变 成 3x ( 扫 ) x { 手 ) .图 10 是 靠 得 更 近 时 所 
看 到 的 岛 的 样子 ,显露 出 更 多 层次 的 细 入 ,使 我 们 对 柯 克 岛 的 “真正 ” 
(?) 形 状 能 有 某 种 印象 


Nim) 


人 0 


图 9 柜上 克 岛 的 构造 . 
对 数学 家 来 说 , 柯 更 岛 存 .个 很 好 的 特征 , 即 相继 层次 的 细节 所 
显示 的 规则 性 .每 - 步 , 海 岸 线 每 条 线段 的 中 央 三 分 之 一 都 被 两 条 小 
线段 取代 ,其 中 每 -条 者 等 于 原 线 有 段 的 三 分 之 --…, 如 图 11 所 示 . 
通过 对 图 9 和 图 10 的 考察 ,你 也 许 会 推测 柯 克 岛 具有 一 个 { 数 
党 上) 确定 的 形状 ,而 在 人 有 眼 所 能 区 别 的 范围 内 图 10 是 它 的 很 好 的 
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图 划 柯 克 岛 成 形 ， 


/人 


全 (i 
图 11 柯 克 海岸 线 的 产生 . 
近 做 .在 数学 上 , 柯 克 岛 的 精确 海岸 线 是 这 样 一 条 “曲线 ”, 它 是 一 个 
无 限 逼 近 序 列 的 极 眼 ,图 9 给 出 了 该 序列 的 前 三 个 图 形 .从 数学 上 
看 ,这 条 极限 曲线 是 完全 确定 的 , 像 任 何其 他 昌 线 一 样 由 无 限 多 个 点 
Z 了 


数 亏 看 成 瑟 限 十 进 小 数 序列 
但 .30.33.0.333 .0.3333 .0.33333 ，… 
的 极限 的 过 程 
因为 柯 克 岛 昆 一 个 数学 上 确定 的 平面 区 域 ， 它 将 有 -- 个 确定 的 
面积 ， 这 面积 的 具体 数值 当然 到 决 于 所 使 用 的 测量 单位 ， 但 它 肯 定 
是 丰 限 的 . ( 它 可 以 作为 一 个 数列 的 极限 而 计算 出 来 ， 颇 似 上 述 例 


子 中 的 数 书 ， 事 实 上 ， 它 恰好 等 于 图 9 (i) 中 三 角形 面积 的 1.6 
倍 )、 孝 么 ， 国 绕 这 块 有 限 面积 的 海岸 线 有 多 长 昵 ? 柯 克 过 程 的 全 
一 步 部 使 “海岸 线 ” 的 长 度 扩大 也 倍 ， 当 柯 克 曲线 《作为 极限 海 央 


线 的 称呼 )》 被 达到 时 ， 扩大 因子 3 出 现 了 无 限 次 ， 因此 树 克 曲线 的 
长 度 将 是 无 限 大 数 . 

- 据 有 限 的 面积 何以 会 有 夸 限 长 的 边界 呢 ? 图 9 和 图 10 本 向 
己 提 供 了 回答 .边界 曲线 党 着 整个 长度 不 断 折 上 量 , 对 于 向 终极 曲线 的 
每 一 步 有 限 过 近来 说 ,只 要 采用 适当 的 比例 {放大 潍 ), 这 种 折 曲 就 可 
以 被 完全 夯 出 来 ,然而 真正 的 柯 克 曲线 却 有 无 限 多 折 曲 ,于 是 某 种 非 
常 奇 懂 的 事情 发 生 了 ,这 就 尼 新 维 数 的 出 现 . 


新 维 数 


我 们 在 几何 中 通常 遇 到 的 曲线 部 是 一 维 的 :例如 一 个 被 限制 在 
直线 或 圆 上 活动 的 生物 只 能 沿 一 个 方向 旅行 (假若 将 向 后 送 动 看 作 
是 负 的 各 前 运动 ). 通常 的 几何 曲面 如 平面 或 球面 是 二 维 的 ; 【- 面 有 
两 个 独立 的 旅行 方向 ，: 般 几 向 前 /向 后 与 向 不 /向 右 表示 . 立体 的 物 
体 是 : 维 的 ,允许 二 个 方向 的 运动 .火车 提供 了 一 维 运动 的 例子 , 船 
舶 可 以 在 海面 上 作 二 维 运 动 ,而 飞机 则 能 作 一 维 运动 . 

就 人 类 的 经 验 而 言 ,我 们 生活 的 宇宙 是 三 维 空 了 亲 ( 昌 然 相 对 论 将 
时 间 看 作 是 “第 四 维 ”, 另 外 和 草 些 现代 物理 理论 认为 宇宙 有 11 维 , 即 
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普通 物理 上 所 知 的 3 维 再 加 上 8& 种 被 宣 千 为 自然 基本 力 如 i 引力 , 磁 
力 等 的 维度 ) .但 对 数学 家 来 说 ,三 " 维 " 并 没有 什么 特殊 的 地 方 , 可 以 
如 法 炮制 考虑 四 维 或 更 高 维 的 "空间 ”. 这 类 高 维 空间 虽然 不 能 按 传 
统 所 何 去 理 解 ,但 它们 纯 能 存 各 种 实际 的 应 用 .(-` 个 例子 是 是" 线性 
规划 的 学 科 , 将 在 第 11 章 中 讨论 .) 不 过 请 注意 ,这 里 所 说 的 "高 
维 ,仍然 是 整数 维 . 

所 有 这 - - 切 是 否 适 用 于 柯 克 曲线 呢 ? 作为 -条 曲线 (数学 意义 
的 曲 钱 ,虽然 它 有 无 限 多 个 不 能 辐 出 的 折 曲 ), 你 可 能 会 以 为 它 是 -- 
维 的 ,其实 不 然 .尽管 柯 殉 曲线 通过 上 述 方法 得 到 的 每 - -条 近似 曲线 
部 是 -一 维 图 形 , 但 极限 曲线 趣 不 是 ,由 于 其 方向 改变 了 无 限 次 ,我们 
进入 了 -个 隔 生 的 世界 一 一 实际 上 ， 方 向 "这 个 词 已 不 复 适 用 -因此 
我 们 不 能 指望 通过 所 调 “ 旅 行 方向 "来 确定 柯 克 曲 线 的 维度 . 我 们 必 
须 寻 找 其 他 的 .与 方向 无 关 的 途径 米 建立 维 数 的 概念 . 

合适 的 做 法 是 梁 取 符合 柯 克 上 昌 线 特性 的 途径 ,关键 的 性 质 是 所 
请 自 相 似 : 部 分 与 整体 相似 (只 是 缩小 了 比 同 ). 

假设 有 一 个 刀 - 维 园 形 ,将 它 分 成 N 个 与 整体 相似 的 部 分 . 那 
么 整体 图 形 与 每 全部 分 之 间 的 相似 比 rt( 刀 整 体 比 部 分 的 放大 因子 ) 
将 由 下 式 确 定 : 


r= VN. 、 

【因为 是 w 维 图 形 ,r 的 值 应 当 按 单个 维度 计算 ,所 以 取 疼 的 DD 次 很 
是 必要 的 .》 

例如 , 搬 如 我 们 取 一 根 直 线 , 将 它 一 一 + 一 全 一 
等 分 成 N 段 (图 12) ,那么 每 -自从 好 、 
等 十 整 乌 长 的 方 . 因此 相似 比 为 六 ,这 入 和 
恰好 就 是 当 P=1 时 由 上 述 公 式 所 得 到 图 12 直线 段 的 月 相似 ， 
的 数值 . 

再 如 取 … -个 拓 形 (只 = 2), 通 过 垂直 与 水 平等 分 而 将 它 分 成 N 
央 ( 图 13), 敢 么 情形 如 何 呢 ”这 时 整个 图 形 怡 好 被 分 成 N= 如 个 与 


i821 合体 相似 的 全 等 小 年 形 ,而 整体 对 于 任何 一 小 部 分 的 (线性 ) 比 由 


7 


r=YN = YN =YV 民 = 上 给 出 ,这 恰好 又 是 你 所 期 望 的 数值 . 


一 fT 
eit 
| 


图 13 矩形 的 自 相 似 . 

在 这 两 种 场合 ,我 们 似乎 -- 直 在 网 圈子 ,但 这 是 因为 我 们 钼 理 的 
是 司空 见 惯 而 又 毫 无 疑义 的 情形 .假如 我 们 用 同样 的 方法 去 分 析 柯 
克 曲 线 ,就 会 得 出 完全 出 和 平 意 料 的 结论 .对 柯 克 曲 线 我 们 不 知道 它 的 
万 ,但 上 和 r 的 值 却 很 容易 确定 .为 此 只 需 考察 ~- 下 产生 该 曲线 的 复 
市 过 程 .我 们 首先 来 看 海岸 线 的 -- 段 (图 11(0i)) 一 一 任何 一 段 都 行 ， 
因为 全 都 同样 .在 复制 过 程 中 (图 11 (二)) 每 一 段 都 被 4 条 线段 代替 
{因此 NW =4), 每 小 段 都 等 于 原 线 段 的 三 分 之 一 (因此 r+ = 3). 这 对 海 
岸 线 的 每 -- 段 都 成 立 ,所 以 对 整个 海岸 线 亦 必 有 成立 ,于 是 根据 前 面 确 
定 的 公式 有 


3= "4. 
那么 D 等 于 多 少 呢 ? 当然 不是 整数 .唯一 的 计算 方法 是 利用 对 数 . 
车 在 上 述 方 程式 两 边 取 对 数 ,将 得 到 
log3 = 万 -iiog4 .中 
异 助 对 数 表 (或 和 用 能 算 对 数 的 计算 器 ), 就 可 以 算出 D 值 , 若 精确 


吓 原文 浊 作 ]og3 = Dlog4. 一 - - 译 者 注 . 
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到 小 数 后 4 位 , 则 有 
有 =1.2618. 

这 样 , 柯 上 曲线 是 … 个 具有 分 数 维 的 数学 实体 ， 

不 只 是 柯 克 曲线 可 以 在 分 数 维 , 利用 自 复制 过 程 还 可 以 构造 出 
间 样 稀奇 古怪 的 "曲面 "和 ”立体 ”例如 从 一 个 止 方 体 开始 ,相继 挖 除 
“中 加 "部 分 ,最 终 { 即 重复 大 限 多 次 后 ) 将 得 到 --- 个 叫 谢 尔 宾 斯 天 
Sierpinski) 海 绵 { 了 DD =2.7268) 的 立体 ,其 枸 选 如 图 14 所 示 . 这 个 不 
可 思议 的 立 虱 被 一 张 无 限 “ 曲 商 " 包 图 朋 体 积 为 零 .这 海绵 体 的 每 一 
块 表面 被 称 为 谢 尔 宾 斯 基 老 稚 , 帕 一 条 无 限 边 界线 围绕 而 面积 为 等 . 
谢 尔 宾 斯 基 毛 恕 的 维 数 D = 1.2618, 与 村 克 浊 线 相同 . 道 过 对 图 14 
的 考察 并 利用 公式 


或 两 边 取 对 数 


| 


图 4 谢 东 宾 斯 基 海 闪 成 形 ， 
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数学; 新 的 商家 时 代 


站 =1og 上 “iogr， 
就 可 以 验证 与 谢 尔 宾 斯 基 海 绵 有 关 的 两 个 D 值 . 
蒙 德 尔 布 罗 1977 年 把 具有 分 数 维 的 图 形 称 之 为 分 形 (Frac- 
tals) ,分 形 几 何 就 是 以 这 类 图 形 为 对 象 的 数学 分 支 ， 
本 章 其 余部 分 仍 与 分 唇 有 关 , 但 却 讨论 与 柯 克 曲 线 和 谢 尔 宾 斯 
基 海 绵 类 型 不 同 的 分 形 .这 两 种 分 形 具 有 高 度 的 规则 性 , 自 复 制 过 程 
的 每 : 步 都 相同 . 如 时 将 图 形 的 某 个 特定 部 分 放大 作 更 细致 的 观察 , 
也 不 会 发 现 什么 异常 步 步 相同 ,直至 无 穷 . 1980 年 以 后 ,计算 机 
被 用 于 考察 自 复制 过 程 不 断 改变 ( 昌 然 如 后 面 将 要 说 明 前 那样 ,这 样 
的 过 程 仍 被 称 为 “ 白 复 制 ”) 的 分 维 图 形 , 对 于 这 样 的 图 形 , 图 千 放 大 
会 显示 出 完全 册 乎 意料 的 结果 ,图 8 只 是 一 个 例子 .这 样 的 分 形 既 


是 数学 研究 的 对 象 ,又 是 实验 (以 计算 机 为 工具 ) 的 对 象 ,它们 将 研究 - 


洽 引 进 了 一 个 新 奇 话 人 和 苹 丽 无 比 的 世界 ,其 发 现 也 像 其 他 许多 新 
世界 一 样 ,部 分 地 尾 绿 于 偶然 的 机 人 过 . 


发 现 新 世界 


到 1978 年 , 蛇 德 尔 布 罗 关 于 分 形 的 工作 已 经 顺利 展开 .一 年 前 
他 的 昔 作 《分 形 : 形 , 和 机 会 与 维 庆 ? 出 版 了 ,其 中 指出 大 量 的 物理 .生物 
上 与 数学 现象 都 产生 分 形 .他 所 研究 的 分 形 像 柯 克 曲线 一 样 全 是 自 相 
似 的 .它们 提出 了 一 些 有 趣 的 数学 问题 ,有 时 导致 惊人 的 结论 ,以 及 
3Ll 人 入 胜 、 高 度 对 称 的 图 形 ( 蒙 德尔 布 罗 的 书 中 展示 了 许多 这 样 的 图 
形 ). 但 在 每 个 数学 分 形 的 例子 中 ,都 有 某 种 内 在 的 属性 ,它们 在 相应 
的 现实 后 活 的 分 形 中 并 不 出 现 .( 例 如 英国 海岸 线 所 表现 的 分 形 行为 
还 不 如 柯 上 曲线 那样 有 规律 . ) 这 种 高 度 的 有 序 性 与 可 预见 性 主要 量 
来 源 于 所 考虑 的 分 形 在 放大 与 平移 意义 下 的 自 相 似 ( 用 数学 语言 
述 就 是 ,它们 在 线性 变换 下 保持 不 变 ), 1978 年 至 1979 年 疗 , 蒙 德 尔 
布 罗 与 18 厅 的 与 到: 拉夫 (Mark Laf) 开 始 研究 在 非 线 性 变换 下 保持 
不 变 的 分 形 { 这 种 变换 人 允许 比 简 单 的 放大 更 为 复杂 的 操作 ,包括 平 
方 .立方 等 等 ) .在 这 种 情形 ,要 想 知 道 相 应 的 分 形 究竟 是 什么 样子 ， 
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第 二 党 , 电 尖 芝 美 


瞧 一 的 办 法 就 是 采用 -- 台 计算 机 把 分 缴 图 找 西 出 来 .确实 ,在 本 世纪 
旦 期 ,法 国 的 8G- 未 利 亚 CGaston Julia) 和 各 P: 法 都 (Picre Fatou) 曾 经 做 
过 同样 的 工作 ,由 不 得 木 六 途 暗 诬 ,部 分 原因 就 是 无 法 画 出 他 们 所 研 
究 的 对 象 .( 营 德尔 布 罗 在 巴黎 高 等 工科 天 学 读书 时 已 知道 这 项 开 
作 , 朱 利 亚 曾 是 他 在 该 校 的 老师 .) 

1979 年 底 , 蒙 德尔 布 罗 得 出 结论 .以为 利用 计算 机 研究 特例 函 

x+e 的 行为 值得 -- 试 ,这 里 变量 x 与 常 参 量 o 均 为 复数 . (我们 

将 在 后 面 锋 切 说 明 旧 研究 的 是 什么 样 的 行为 ,而 月 前 只 赴 指出 利用 
计算 机 有 可 能 欠 出 这 种 行为 与 参量 ce 数值 变化 的 关系 图 . } 

具有 讽刺 意味 的 是 ,在 关键 的 1978 年 至 1980 年 , 线 德 尔 布 罗 却 
不 在 IBMM, 辜 是 在 哈 人 屁 太 学 访问 ,因此 在 最 需要 的 时 刻 没 能 充分 利用 
IBM 车 名 的 “ 汽 限 的 计算 机 设备 ” ,然而 在 哈佛 科学 中 心 的 蝶 下 室 里 ， 
他 找到 了 -- 台 新 制造 的 Yax 超 微机 ,该 机 带 有 一 台 较 旧 的 观察 输出 
图 象 的 Tektronix 显示 仪 利 : 一 架 能 提供 硬 片 的 Yersatec 打印 机 .一 位 
叫 莫 尔 找 弗 (P.Moldqave) 的 哈佛 助教 自愿 担当 (不 取 报 酬 的 ) 程 序 品 . 
这 样 工 作 便 得 以 进行 下 去 . 

他 和 们 获得 的 第 一 张 图 是 粗 看 像 甲 虫 的 驱 珊 斑 , 如 图 20 所 示 ( 图 
中 能 看 到 更 多 的 细节 }. 这 下 是 他 们 所 期 望 的 一 一 完全 符合 理论 的 预 
报 .更 令 人 迷惑 的 是 一 些 偏离 二 形 的 小 圆 班 .如 果 对 这 些小 图 班 作 更 
精密 的 观察 ,就 会 发 现 它 们 万 是 甲虫 主 形 的 小 型 二 版 .看 来 我 们 又 通 
到 了 熟悉 的 直 形 自 相 似 行为 ! 通过 更 精密 的 计算 获得 了 沿 精 细 的 图 
形 , 直 到 图 案 突然 呈现 越 来 越 严 重 的 汤 乱 .也 许 这 是 老式 图 象 显示 仪 
的 毛病 ? 为 了 证 实 这 一 点 , 蒙 德 东 布 罗 按 同样 程序 在 约克 敦 高 到 自 
己 家 里 - : 台 IBM 计算 机 上 进行 了 计算 .不 仅 混 乱 没 有 消失 ,而 月 - 
张 更 为 清晰 的 图 象 揭示 出 隐藏 在 这 种 混乱 背后 的 图 案 . 在 家 中 作 了 了 
更 进一步 的 细致 观察 后 , 蒙 德尔 布 罗 与 莫 尔 代 弗 发 现 有 些小 贺 点 正 
如 他 们 预料 的 那样 并 不 是 甲虫 形 的 瘟 版 ,而 是 漂亮 的 螺旋 形 图 案 
一 一 一 -该 形似 海马 的 图 形 { 见 疼 8 与 图 23). 蒙 德尔 布 罗 终 于 看 到 了 
他 的 新 世界 ! 
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有 序 和 混流 


古往今来 ,宇宙 八 菜 ,有 序 与 泄 沌 二 者 始终 相互 争 村 霸权 .它们 
之 问 常常 只 有 一 蓝 之 闭 :- -点 微小 的 压力 可 以 使 本 来 有 条 不 率 的 水 
流 变 成 极端 复杂 的 混沌 旋涡 ;对 安宁 生活 的 惊扰 可 以 使 有 秩序 的 生 
物 ( 和 包括 人 人口 } 繁 衍 隐 入 不 可 控制 的 无 政府 状态 ,相反 ,混沌 也 可 以 转 
化 为 有 序 .从 字 宙 的 温 济 状态 进化 出 后 物 , 直 芭 出 现 人 类 ,这 就 是 一 
个 例证 . 正如 我 们 将 要 春 到 的 那样 ,从 有 序 转 化 为 混沌 ,以 及 从 混 沪 
的 内 部 艾 产 生出 有 序 , 这 过 程 表 现 为 戏剧 性 的 形式 ,并 可 通过 简单 的 
上 反馈 措 环 (feedback loops) 来 研究 . 

反馈 机 制 最 本 质 的 特征 是 ;有 一 -个 随时 间 ( 如 下 例 ) 或 某 个 其 他 
变量 变化 的 最 x ,* 在 任 “时 刻 的 值 按 一 定 方式 依 束 于 它 前 -时刻 
的 信 ( 见 图 15). 这 种 类 型 的 过 程 已 盗 透 到 所 有 的 精确 科学 以 及 大 多 
数 ( 如 果 不 尾 所 有 ) 的 非 精 确 科学 之 中 , 对 于 这 类 过 程 的 研究 刺激 了 
许多 现代 数学 知识 的 发 展 , 例 如 为 了 处 理 老 * 与 新 x 之 间 增 值 为 无 
限 小 量 的 情形 而 发 展 了 许多 微分 方程 的 研究 技巧 . 


& 


{x 新 x 


15 x 值 密 化 的 反馈 机 制 . 


为 了 从 数学 上 研究 反锁 过 程 ,我 们 用 一 个 数学 状 数 fx ) 来 表示 
从 的 老 值 产生 新 值 的 规则 .那么 从 * 的 ~- 个 初始 值 x6o 出 发 ,根据 
图 16 所 示 规 则 相继 产生 的 * 值 为 xiyxavxza… .对 医 数 Fw) 没有 几 
要 加 征 何 限制 ,虽然 只 有 当 所 选择 的 是 非 线性 函数 时 , 祖 应 的 把 钼 过 
程 才 能 引起 充分 的 兴趣 . 这 里 所 谓 的 线性 函数 形 如 f(x) = ax + 65， 
ab8 为 常数 ,我 们 对 ftx) 售 有 -一 个 参数 的 情形 特别 关心 . 参数 的 选 [87] 
择 能 够 明显 地 影响 相应 反馈 过 程 的 行为 . 
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图 1 通过 反馈 产生 xz 的 相继 值 . 

道 常 将 反馈 循环 作用 看 作 是 -个 动力 系统 , 它 将 初始 点 xp 相继 
释 为 flvxaysiy .由 xo 变 米 的 点 到 称 为 xb 的 路 径 (path) 或 轨道 
(erbit, 如果 路 径 是 有 序 的 ,就 称 为 有 序 动力 系统 ,否则 就 称 为 混 滞 
动力 系统 ,仅仅 是 这 个 人 名称 就 足以 说 其 这 方面 的 研究 与 大 量 的 日 党 
现象 有 关 ， 

作为 一 个 例子 ,我 们 米 考 虚 若 十 年 内 大 口 的 增长 .很 定 初始 人 人口 数 
为 x6; 设 是 5 年 后 的 人 人口 数 , 那 么 第 (n+1) 年 的 人 口 增长 率 就 是 

_ 区 n+1 Xa 
六 
如 朵 年 增长 闪 为 常数 ,加 该 方 各 对 所 有 n 都 威 立 ,并 器 政 写成 线性 
动力 学 定律 


tnt = (x) (T+ r)xn. 
n 年 后 的 人 口 将 为 
| xn = Cl+r) "wo, 
{ 此 表达 式 可 网 共和 =(1+rrhr =tL+r)x ay 等 等 直 全 xi 
=(1+r)xo 逐步 反 推 而 得 . ) 这 就 是 所 谓 指 数 增 长 的 例子 ,不 仅 对 十 
人 辣 增 长 ,而且 对 十 许多 现实 生活 现象 也 很 典型 (从 叔 方 面 看 ) .从 第 
1 章 有 区 的 论述 可 以 明白 ,如 捍 存 连续 若干 年 内 不 如 核查 ,这 种 增长 
机 制 将 会 导数 巨 量 的 人 口 . 实 际 情 况 则 是 ,这 种 增长 具 发 生 在 有 限 的 
时 期 内 ,而 在 这 段 时 期 之 后 将 达到 一 个 极限 . 1845 年 ,P"F* 维 险 尔 斯 
特 (Verhulst) 提 出 了 一 个 可 解释 极 大 人 口 量 处 存在 的 定律 . 维 哈 尔 
斯 特定 律 是 说 : 当 人 口 量 接 近 地 时 ,增长 认 将 从 r 降 至 909. 从 数学 上 
表述 这 条 定律 最 简单 的 做 法 是 将 常数 增长 率 搞 成 可 变 增长 率 r - 
si 
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ex 此 处 c 为 常数 .因为 当 x, = 万 时 人 口 增长 率 为 要, 常数 c 必 纳 
取舍 为 "出 此 维 啥 尔 斯 特 过 程 的 动力 党 完 律 为 
1 =(1+r-exrlxn= (1 十 和 )% — Cx, 
一 号 X 值 被 达到 .人 人吉 就 将 维持 常数 ; 
(XY=X. 

荷 人 [1 晤 比 它 小 ,就 特 增 大 ;反之 则 会 三 小 .如 果 你 试 算 一 下 ( 手 算 或 
用 计算 机 均 可 ), 就 会 发 现 维 哈 尔 斯 特 过 程 撒 述 的 人 口 演变 最 终 将 达 
到 -个 与 初始 大 口 无 关 的 稳定 人 X. 全 少 当 rr 小 于 2( 即 增长 率 
200% ) 时 是 这 样 r 小 于 2 的 限制 当然 是 只 应 用 于 人 口 增长 的 情 
况 . 伍 正如 气象 学 家 卫 ' 愉 ' 洛 伦 赣 (Lorenz)1963 年 所 指出 的 那样 : 维 
哈 尔 斯 特定 律 当 r 值 较 大 时 描述 了 荣 些 油 流 现象 ,并 有 旦 还 可 应 用 于 
激光 物理 .水 力学 以 及 化 学 反应 理论 等 其 他 方面 ,因此 对 于 + 大 于 2 
计 维 蛤 尔 斯 特 过 程 的 行为 并 不 是 没有 意义 的 .后 来 终于 弄 清 ,恰恰 是 
在 这 里 出 现 了 真 让 迷人 大 的 缚 果 . 

设 c=r/AX ,上 述 规 律 变 成 

Xi 一 (1+r)xn — (r/X)x?. 

活 当 改变 度量 单位 ,我 们 可 以 假设 X= 1, 于 是 可 将 规则 进一步 简化 
为 


Kanil= tl trix — r= Xat rxatl — xn). 
如 果 有 计算 机 ,你 很 容易 进行 … 些 计算 实验 ,看 着 在 最 后 这 个 方程 中 
当 r 取 不 同 值 时 维 哈 尔 斯 特 过 程 究 况 怎 样 变化 ?在 每 一 种 情况 都 从 
初始 值 {向 如 )xo=0.1 开始 计算 .({ 你 的 程序 应 对 所 选 r 值 读 出 , 设 < 
=0.1, 将 运算 
x—=x+rxaxx*(l—-x) 
和 姑 代 500 次 ,使 整个 过 程 洒 趋 稳定 ,然后 计算 并 打印 出 x 的 前 20 个 
或 更 多 个 值 . ) 对 小 于 2 的 > 俯 , 选 代 过 程 很 快 稳定 到 * = 上 这 个 平衡 
值 .对 略 大 于 2 的 > 值 , 迭 找 结果 在 醋 个 数值 之 间作 规则 振动 (4r = 
2.1 时 这 两 个 值 是 0.82 和 1.13). 这 种 行为 继续 保持 到 +=2.5, 此 时 
出 现 了 经 过 四 个 点 (0.54.1.16,0.70,1.23) 的 反复 循环 . 这 种 情况 六 
继续 到 ; =2.55, 此 时 开始 出 现 经 过 八 个 值 的 循环 .对 r=2.565, 循 [只 | 
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坏 数 伯 加 倍 , 即 结果 在 二 六 个 柳 值 之 问 反 复 循 坏 , 如 此 等 等 . 加倍 过 
称 继 续 下 去 并 越 来 越 频 拇 , 折 到 上 = 2.57 时 ,出 现 了 谍 限 区 次 加 倍 夫 
象 . 此 时 动力 系统 的 行为 变 得 - 片 混乱 , 结 东 数值 在 整个 平面 上 跳 茎 
而 无 明显 的 轨迹 下 衢 . 

对 小 本 2.57 的 7 值 入 代 收 全 的 各 竹 环 圈 ,我 们 称 它 们 为 吸引 子 
(attractors) ,这样 ,r <2 村 吸引 子 由 一 个 点 组 成 , 即 定点 1;2< r< 
2.5 时 上 吸引 广 是 一 对 据 动 值 ;:2,5 < rr <2,55 时 吸引 和子 则 是 一 个 四 点 

90- 循环 圈 ,等 等 . 

曾 一 张 表 阴 上 上述 过 程 :在 最 初 的 稳定 期 以 上 后) 前 行为 与 + 值 之 问 

的 关系 图 , 即 可 对 所 发 生 的 事情 获得 清楚 的 印象 .图 17 的 主要 部 分 


国 17 维 啥 尔 斯 特 过 程 (1.9<r<3, 们 及 所 示 胡 部 的 放大 ,显示 了 
自 复制 现象 ,r 洪 术 平 轴 愉 1.9 至 3.0 取 值 ,对 每 个 r 值 ,在 垂直 轴 上 
标 出 经 5000 次 挝 代 过 程 初步 稳定 后 再 连续 取 定 的 120 个 * 值 .对 小 
2 更 rr 值 , 只 出 现 一 个 x 值 ;对 2 与 2.5 志 间 的 7 和 值 ,出现 两 个 x 
值 ;7 在 2.5 与 2.55 之 间 , 出 现 四 个 x 值 ; 然 后 到 2,565, 则 有 八 个 x 
倍 . 这 种 加 悦 过 程 越 来 越 快 ,直到 + =2.57, 此 时 开始 出 现 混 汪 .但 在 
这 种 混 生 之 中 蔷 并 始 出 现 有 序 现 象 ,包括 自 复 制 ， 
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表示 了 沿 水 平 轴 以 1.9 至 3.90 原 值 ,xz 经 5000 次 达 代 出 现 最 初 稳 守 
期 后 后 取 连 续 120 个 值 时 的 结果 ， 

半 =2.57 以 上 的 混 汪 区 的 行 细 分 析 , 指示 了 在 混 汪 行为 的 疹 
后 隐藏 着 许多 有 上 序 现 象 . 例 如 ,在 r=3.0 附 近 , 只 有 -- 个 混 沌 带 ;在 
r=2.679 时 混沌 带 分 裂 成 两 个 ;r = 2.593 时 分 型 成 四 个 ,然后 是 失 
个 ,十 六 个 ,依次 类 推 ,每 次 混沌 带 都 加 倍 ，: 直 到 =2.57 时 出 现 无 
限 次 可 倍 现象 ,整个 过 程 芒 是 动 力 系 统 本 身 行为 的 复制 .实际 上 存在 
着 -个 普 适 常数 , 它 不 仅 与 已 经 遇 到 的 商 种 加倍 过 程 而 月 与 所 有 这 
类 现象 有 关 . 这 就 是 所 谓 费 栓 鲍 好 (Feigenbaum) 常 数 , 其 精确 到 小 数 
后 十 位 的 近似 秆 为 


4.0692010609. 
当然 更 神奇 的 是 在 混沌 区 内 又 出 现 了 有 序 带 , 那 开 有 序 似 乎 重 
又 占据 5 短暂 的 ?统治 地 位 ,例如 在 上 =2.83 附近 , 混 穗 突然 让 位 于 一 
个 三 点 循环 吸引 子 ,在 其 中 心 周围 的 区 域 里 ,你 所 看 到 的 不 过 是 整个 
维 哈 尔 斯 特 图 象 的 微型 复制 ,以 混沌 中 央 出 现 自 身 的 有 序 带 而 告终 . 
《图 17 的 附 图 是 这 区 域 的 训 大 ,水 平方 向 被 " 拉 长 "了 -.》 避 是 分 形 行 
为 ! 但 这 还 仅仅 是 开始 ! 


朱 利 亚 集 


前 面 提 到 的 蒙 德尔 布 罗 1980 年 的 工作 是 关于 维 哈 尔 斯 特 过 程 
的 研究 (主要 由 PJ' 梅 尔 伯 格 (Myrberg) 于 1960 年 代 进 行 ) 之 继续 . 
蒙 德 尔 布 罗 方 法 的 上 要 不 同 之 点 是 允许 变量 与 常 参 量 取 复 数 而 不 仅 
仅 是 实数 .因此 ,代替 将 数 变 到 数 的 过 程 , 它 将 点 蛮 到 点 (在 一 维 乎 面 


或 阿 计 和 将 图 王 )， 
为 了 使 问题 简化 ,作为 上 述 消 数 
xj=r tll x)= — mittl+r)s 
的 替代 , 蒙 德 尔 布 罗 采 取 了 较 简 单 的 公式 


x)= x te, 
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这 也 就 是 我 们 在 这 里 要 人 赋 究 的 晒 数 . 
假设 从 某 个 初始 值 x% 复数 ) 开 始 ,根据 规则 
xn+1= xn) 
达 代 晃 数 了 而 产生 点 列 zo,xiyxaz,…… 丰 我 们 来 看 一 看 将 会 发 牛 什么 
情况 . 维 哈 尔 斯 竺 过 程 获得 的 结果 表明 , 常 参数 e 的 选择 事 关 重大 ， 
首先 来 考察 最 简单 的 情形 c = 0, 这 时 动力 学 定律 为 
Xn 41 二 区 六 

有 三 种 可 能 的 输出 ,它们 了 到 决 十 x6 的 选择 .首先 ,车 xo 与 0( 原 点 } 
的 距离 小 于 1 个 单位 长 , 移 代 序列 中 的 数 将 越 来 起 小 { 即 越 来 越 接 近 
口 点 ), 这 就 是 说 0 是 系统 的 一 个 忠 引 子 . 若 xo 与 原点 的 距离 大 于 
1 , 选 代 序 列 中 的 数 将 越 来 越 大 ,在 这 种 情况 ,我 们 说 豚 列 子 是 元 限 大 
{因为 无 限 大 并 水 是 复 平 面 上 的 一 个 点 , “吸引 于 "这 个 河 在 这 里 完全 
是 约定 俗 成 的 特殊 用 法 ). 剩 下 的 本 能 性 就 是 xn 与 原点 的 距离 恰好 
等 于 长 即 x6o 位 于 以 0 为 中 心 的 单位 加 上 ). 在 这 一 情形 .序列 的 点 
妇 终 不 离 单位 圆 . 于 是 单位 图 万 是 棒 个 分 别 直 0 和 无限 大 控制 的 吸 
引子 区 域 的 边界 .在 上 述 例 子 中 , 复 平面 被 一 条 边界 曲线 分 成 两 个 不 
闻 的 吸引 子 攻 域 ,这 对 于 蒙 德 尔 布 罗 (以 及 其 他 人 ) 研 究 的 所 有 情形 
来 说 是 一 种 典 考 现象 .而 蒙 德尔 布 罗 的 发 现 是 :对 于 非 零 参数 c 而 
刘 , 不 仅 非 无 限 的 吸引 于 可 由 多 于 一 个 点 组 成 ,而 且 两 个 吸引 子 区 城 
之 加 的 边界 也 可 以 是 异常 复杂 利 无 比美 丽 的 ， 

例如 对 于 ec =0.31+0.04i , 非 无 要 吸引 子 是 单独 一 个 点 ,但 由 
它 和 无 限 大 所 控制 的 区 域 之 间 的 边界 不 是 一 个 真正 的 圆 ,而 是 如 图 
18() 所 示 的 潭 亮 的 变形 加 .这 是 -个 分 形变 形 :如 果 你 更 细致 地 观 
察 边界 的 任 一 部 分 (以 计算 机 为 “ 旺 微 镜 ”) ,就 会 发 现 熟悉 的 、 无 限 重 
复 的 自 相 似 现象 ,而 这 正 是 分 形 曲 线 的 特征 ! 

虽然 只 有 计算 机 的 出 现 才 使 人 人们 有 可 能 深入 研究 这 样 的 图 形 ， 
但 朱 利 亚 和 法 都 二 人 里 已 证 明 : 这 类 图 形 的 任何 一 段 边 界 ,不 管 它 多 
么 小 ,都 包含 了 确定 整个 曲线 所 需 的 全 部 信息 (就 是 说 整个 边界 可 以 
通过 让 这 - -小段 边界 反复 经 受 确 定 系 统 的 变换 而 产生 ,在 目前 的 全 
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了 中 党 搞 为 As)=z2+e) 为 了 纪念 朱 利 亚 , 这 样 的 边界 集 现 在 就 
串 朱 利 亚 业 . 
二 


图 18 朱 利 亚 集 和 它们 的 吸引 子 ( 详 见 正 文 }. 

图 18( 让 表示 一 个 朱 利 亚 集 ,与 它 相 联 系 的 动力 学 过 程 有 一 个 

由 三 点 循 坏 组 成 的 非 无 限 暖 引 了 ,这 里 动力 学 定律 为 f(x)= x?+e. 
c= -0.12+0.74i. 图 19 划 是 由 动力 学 定律 f(x) =x?*+c 产生 的 另 
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罚 堆 其 壹 德尔 布 罗 集 边界 竺 到 的 朱 利 亚 梨 ( 详 见 正 文 ). 
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外 一 些 朱 利 业 集 的 例子 ,其 中 包括 了 区 域 退 化 为 “ 尘 点 "或 " 树 柜 的 
某 些 极端 情形 (详细 说 明 风 下文) 

通过 参数 的 趟 同 选择 , 朱 利 亚 集 展 示 出 丰富 多 采 的 结构 ,集中 说 
明了 * 的 选择 是 何等 重要 . -一个 自然 的 问题 是 :对 十 < 的 值 是 否 存 
在 任何 识别 模式 ,使 与 其 相 扎 的 动力 系统 及 其 朱 利 亚 集 上 其 有 特定 能 
形态 ? 对 这 问题 的 研究 使 蒙 德 尔 布 罗 在 1980 年 发 现 了 现在 以 他 的 
各 字 命名 的 复 平 面 区 域 ( 子 集 ) 蛇 德尔 布 罗 集 . 


察 德尔 布 罗 集 


图 20 所 示 的 甲虫 状 黑 斑 , 就 是 著名 的 蒙 壬 尔 布 罗 集 . 壹 德尔 布 
岁 集 自发 现 以 来 ,已 显示 出 与 所 有 动 为 学 过 程 行为 的 密切 联系 ,不 只 
限于 此 处 考察 的 个 别 例子 . 正 因为 如 此 , 蒙 德 尔 布 罗 集 像 贺 和正 多 过 
形 等 其 他 一 些 图 形 一 样 , 在 数学 中 占有 特殊 的 和 基本 的 地 位 . 


图 加 和 德 尔 布 罗 集 ({ - 2.25<Rec <0.75,~-1.5<Imc<1.5) 
《 详 见 正祥 )》. 
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看 -- 下 图 18 和 19 就 可 以 清楚 ，- -个 复 动力 学 过 程 或 者 将 复 平 
所 分 成 -个 或 多 个 内 部 区 城 和 一 个 伸展 到 无 限 远 的 外 部 区 域 〔 图 
18 (7) 、 (二 )， 图 19 0)、 (二 )、 人 (过 )),， 或 者 产生 一 个 退化 为 没 
有 内 部 区 域 的 朱 利 亚 边 异 集 (图 19 (iy)， (vyv)， {vi))， 确切 的 
行为 依 琅 于 参数 。 相对 于 蒙 德尔 布 罗 集 的 位 置 . 仍 以 过 程 
(x) =x+ 5 为 俩 ,我们 首先 考 虚 具有 非 退 化 示 利 亚 集 的 情形 ， 
这 种 情形 在-- 个 非 无 限 吸引 了 ， 

如 果 *e 选 自 党 德尔 布 罗 集 的 主体 内 部 , 则 相应 的 动力 系统 就 有 
一 个 由 单 点 {满足 f(x) = zx 的 不 动 点 ) 构 成 的 非 无 限 吸 引子 .在 这 一 
情形 朱 利 亚 集 是 -- 个 分 形变 形 加 ,如 图 18 习 0 所 示 .t{ 此 时 常数 < 位 于 
蒙 德尔 布 罗 集 的 心脏 形 主 恒 的 右边 缘 附 近 . ) 

另 方面, 如果。 选 晶 与 蒙 德 尔 布 罗 集 主体 相连 的 某 个 雹 芽 内 
部 ,此 时 朱 利 亚 集 出 无 限 多 个 分 形变 形 圆 组 成 ,而 这 些 变形 圆 围绕 着 
循环 吸引 子 点 或 最 终 将 变 到 循环 吸引 子 的 那些 点 .例如 图 18(ii)，c 
选 自 蒙 德尔 布 罗 集 硕 部 大 敬 芽 的 中 心 , 标 出 欧 三 点 形成 系统 的 三 点 
循环 非 无 限 吸引 了 于. 包含 该 吸引 于 的 二 个 区 域内 部 的 任 一 点 将 直接 


上 


变 向 三 点 生 环 圈 ; 而 其 他 区 域内 的 点 则 被 引 向 最 终 将 垂 到 三 点 循环 


图 的 所 请 "局 部 吸引 子 ”. 


如 果 * 是 莹 德尔 布 罗 集 -个 上 区 芽 指 发 生 点 ,那么 朱 利 亚 集 将 呈 


现 许 多 眷 须 ,这 些 卷 须 则 趋向 边缘 稳定 的 吸引 子 ,如 图 190i) 所 示 , 它 
们 最 终 将 稳定 于 一 个 20 点 循环 圈 (c =0.27334 + 0.00742i) ,或 如 图 
19(ii) 那 样 有 :个 四 点 循环 圈 (e = -1.25). 

最 后 。 如 果 ¢ 是 蒙 德尔 布 罗 集 的 其 他 任何 边界 点 ， 其 朱 利 亚 
集 就 是 所 谓 西 格 东 查 (Siegel disc}， 图 21 就 是 西 格 尔 盘 的 -个 例 
于 (c= -0.39054 -0.58679i). 这 里 存在 一 个 被 所 谓 不 变 圆 (in- 
variant circles 》 环 绕 的 不 动 点 .在 这 -一 情形 ， 朱 利 亚 集 所 包围 的 区 
域内 部 的 点 将 亚 渐 趋向 于 包 会 不 动 点 的 圆 盘 ， 并 在 其 上 沿 不 变 男 围 
绕 不 动 点 旋转 ， 

对 于 过 程 F (x》 = x?+ re 来 说 ,只 可 能 有 上 述 四 种 类 型 的 条 
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图 21 是 格 尔 盘 ( 详 见 正文 ). 


利 亚 集 . (1983 年 ，D: 苏 利落 (Dennis Sallivan) 指出 : 在 其 他 复 
动力 系统 中 还 可 能 出 现 男 -种 非 退 化 朱 利 亚 集 一 一 赫 尔 曼 环 (Her- 
man ring).) 

关于 非 退 化 朱 利 亚 集 就 介绍 到 这 里 .那么 其 他 情形 (如 图 19 
CY) yi 所 未 ) 又 如 和 何 呢 ? 蒙 德尔 布 罗 集 的 放大 图 表明 它 被 一 
些 发 状 分 合 触 角 所 包围 .如 果 co 正好 选 自 这 些 触 角 之 -一 ,就 可 以 得 到 
类 似 形 状 的 朱 利 亚 集 .图 19(4v) 所 示 为 ec =i 时 的 例子 ,这 时 系统 发 
生 的 :个 行为 是 : 它 只 有 了 唯 -的 吸引 子 即 无 限 大 ,所 有 的 点 都 将 被 变 
到 无 限 远 去 ,用 非 它 怡 好 属 十 发 状 朱 利 亚 集 本 身 . 

图 20 并 不 足以 春 清 那些 触角 ,但 从 …- 些 孤立 的 小 点 却 可 芍 认 出 
它们 的 蛛丝马迹 .那么 真是 -些小 点 几 ?》 更 细致 的 观察 (通过 计算 机 
放大 ) 旺 露出 它们 的 庐山 真面目 . 这些“ 小 点 "原来 不 是 别 的 ,而 是 蒙 
德尔 布 罗 集 本 身 的 微型 复制 1 它们 周围 甚至 长 着 更 小 的 触角 , 沿 着 
这 些 触角 叉 可 以 发 现 …… ;如 此 等 等 ,以 至 无 穷 .( 在 维 蛤 尔 斯 特 过 程 
《图 1 中 ,混沌 区 内 的 空 腺 就 相应 于 这 类 关于 宾 轴 的 " 营 芽 "的 位 
置 . ) 如 果 c 选 自 这 些 “ 苞 萝 " 之 一 ,相应 的 朱 利 亚 集 将 是 一 个 树枝 集 
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和 按 相 应 e 值 从 紫 德 尔 布 罗 集 主体 所 得 朱 利 平 集 的 无 眼 才 个 复制 
琴 的 组 合 ( 见 图 22). 


图 好 由 蒙 德 水 布 罗 攻 芽 形 产生 的 朱 利 亚 集 
《 详 见 正文 ). 


现在 只 剩 下 -种 可 能 性 ,项 e 选 自 蒙 德尔 布 竖 集 (包括 它 所 在 
的 附 连 集 ) 的 外 部 .此 时 无 展 远 是 唯一 的 吸引 子 ,而 朱 利 亚 集 被 分 解 
成 - - 些 称 为 法 都 生 (TFatou dust) 的 孤立 点 .c 离 莹 德尔 布 罗 集 越 示 ,这 
些 作 点 就 变 得 越 来 越 细 , 若 ec 选 自 蒙 德尔 布 罗 集 边界 附近 : -点 , 则 
从 矶 就 变 大 并 足以 产生 引人入胜 的 图 案 ,如 图 19(iv) ,tvi) 所 示 .{ 图 
19(vi) 与 190ii) 的 e 秆 接近 ,因此 这 两 个 朱 利 亚 集 之 何 也 存在 着 令 
大 注目 的 相似 . ) 这 种 全 点 图 案 与 混沌 动力 学 一 样 总 是 时 现 分 形 ( 即 
自 相 似 } 的 性 质 . 

毫 不 奇怪 ,由 于 蒙 德尔 布 罗 集 的 边界 在 相关 的 系统 动力 学 中 迭 
演 如 此 重要 的 角色 ,这 边界 下 身 就 引起 了 臣 大 的 兴趣 .正如 大 们 所 期 
望 的 敢 样 , 现 已 型 清 :这 个 边界 区 右 本 身 具 有 复杂 的 分 形 外 表 . 图 23 [多 ] 
是 对 这 个 不 本 思议 的 世界 的 一 向 ,这 是 一 个 寸土 必 争 的 世界 ,是 一 个 
只 有 通过 计算 机 才能 认识 的 世界 一 一 认识 的 程度 完全 依 束 于 计算 机 
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图 23 将 德 尔 布 罗 集 边 异 区 域 小 游 . 


的 能 力 ,如 果 说 有 什么 真正 属于 计算 机 时 代 的 数学 分 核 ,这 无 帮 就 是 


[98] 一 个 . 
阅读 文献 


要 想 算 正 欣 早 本 文 描述 的 世界 ,必须 借助 彩色 图 得 ,只 有 色彩 才能 提供 反 
27 


数学 : 新 的 商 鲜 时 村 


瞬 系 统 动 力 党 的 鲜明 的 轮廓 图 .-- 本 包含 彩色 与 黑 据 图 片 ( 以 有 说明) 的 杰出 苏 
作 基 莫 .0.Peitgen 和 PP.H.Richter 合 编 的 The Beauty of Fractals (Springer - Ver- 
lag, 1986) .该 书 非 常 值得 推荐 ， 

关于 分 形 几 何 友 其 应 用 的 最 新 介绍 ,可 参阅 B. Mandelbrot 的 The Fractal 
CEeometm of Nature(W.H. Freeman, 1982). 


( 李 文 林 译 } 
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庞大 的 定理 


1980 年 夏 , 秩 刻 俄 州立 大 学 的 数学 家 R 所罗门 (Ronald 
Solomon) 在 解决 了 代数 中 的 一 个 技巧 性 很 强 的 问题 后 , 训 下 了 笔 ., 随 
着 这 个 简单 的 动作 ,一 个 在 本 世纪 40 年 代 提 出 的 疑问 终 十 烟 消 云 
散 ;要 知道 ,这 个 问题 曾 使 一 百 多 位 米 自 美国 ,英国 、 德 国 、 汝 大 利 亚 、 
加 拿 太 和 日 本 的 数学 家 为 之 奋 千 .所 罗 门 的 成 果 恰 好 为 解决 这 个 庞 
大 而 又 高 度 复 杂 的 难题 应 上 了 节 后 的 . - 笔 .这 个 问题 就 是 有 限 单 群 
的 分 类 上 号 . 

分 类 定理 是 运 今 为 止 最 庞大 的 数学 定理 . 最 初 的 证 明 凡 乎 长 达 
15000 页 ,分 散在 约 500 篇 刊 于 数学 期 刊 的 文章 中 ,有 一- 百 多 位 数学 
家 为 此 作出 了 贡献 . 随 着 研究 的 进 农 ,许多 新 发 现 导 至 了 计算 机 算法 
理论 ,数理 逻辑 ,几何 和 数论 等 学科 的 进步 .有 人 一 直 在 考虑 它 可 能 
会 对 物理 中 统一 - 场 论 的 构 作 有 所 耕 助 . 

我 们 的 讨论 将 涉及 数学 中 很 深刻 的 结果 ,但 故事 的 开端 却 十 分 
平凡 :我 们 熟知 公式 

x DA 

Lr 


是 一 次 方程 


半 ”所 有 专门 术语 将 在 适当 的 时 屿 给 予 解 释 . 一 一 原 注 . 
g3 


axz+ bx+c¢=0 
的 根 的 表达 式 . 大 们 试图 对 次 数 更 高 的 方程 ( 即 方程 中 x 的 笑容 大 
村 2, 详 如 下 面 的 二 次 方程 ) 得 到 类 似 的 解 , (此 处 "类似 的 解 " 是 指 公 
式 中 包含 如. 减 、 乘 、 队 以 及 开 方 根 这 些 基 本 的 代数 运算 .这 种 解 有 时 
称 为 恨 式 解 . ) 


伽 罗 华 


善 覃 目 代 混 板 文书 可 请 林地 看 出 ,生活 于 公元 前 1600 年 的 巴 比 
伦 数学 家 己 知道 如 何 解 二 次 方程 ,尽管 他 们 没有 使 用 我 们 现在 的 代 
数 符 号 去 表达 章程 及 其 解 . 形 如 

axri+ br:+cexr+d=0 
的 三 次 方程 的 ( 根 式 ) 解 ,直至 16 世纪 才 被 发 现 , 那 时 意大利 数学 家 
S'de' 闹 罗 (Scipio de Ferroy 和 M' 丰 塔 那 (Nicola Fontana) 彼 此 独立 地 
控 到 了 解法 .1545 年 ,G- 卡 尔 达 诺 (Girolamo Cardano) 在 他 的 《大 术 》 
(Ars Magna)- - 书 中 公开 发 表 了 丰 塔 那 的 方法 .这 部 书 还 讲述 了 工资 
拉 里 《Ludovico Ferrary 求 解 四 次 方程 的 方法 {将 其 约 简 为 三 次 方 
程 ). 但 事情 的 发 展 似乎 就 此 了 结 了 .虽然 有 很 多 数学 家 作出 了 努力 ， 
其 中 包括 18 世纪 中 时 的 伟大 的 瑞士 数学 家 工 - 欧 拉 (Leonhard Eu- 
ler) ,但 没有 一 -个 人 能 提出 王 议 方程 
ax5+ bxt+ cx + dri:+ ert+f=0 

的 解 的 公式 . J: 拉 格 朗 已 (loseph Louis Lagrange) 丰 1770 年 时 提 
出 :大概 不 可 能 有 这 种 解 ( 即 指 根 式 解 ); 1824 年 ,挪威 数学 家 N*H" 
阿 风 尔 CNiels Henrick Abeby 证 明了 拉 格 朗 日 的 看 法 . 

如 果 不 存在 一 般 的 方法 ( 即 没 有 解 的 公式 ) 去 解 五 次 方程 ,那么 
自然 会 问 : 是 否 有 什么 方法 能 够 来 确定 -个 给 定 的 五 次 方程 能 否 有 
{ 根 式 ) 解 ? 阿 贝尔 去 世 (1829 年 ,年 仅 26 岁 ) 前 正章 尽 全 力 地 研究 
这 个 问题 . 在 这 -- 时 期 ,碰巧 还 有 一 位 年 轻 人 也 在 勤奋 地 钻研 这 个 问 
是 ,而 上 且 最 终 取 得 了 成 功 ,他 就 是 埃 瓦 里 斯 特 : 伽 风华 (Evariste Ca- 
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lois) ,可 旦 这 位 年 轻 人 人 获得 的 非 几 成 果 , 在 季 估 决斗 去 世 后 11 年 才 
开始 得 到 数学 界 的 承认 ;其 条 风云 变幻 ,人 事 繁 杂 , 面 能够 从 中 带 着 
巨大 的 荣 杷 脱颖而出 的 只 有 年 轻 的 伽 罗 华 一 人 ， 

伽 罗 华 1811 年 10 月 降生 于 巴黎 近郊 .14 罗 那 年 因 考 试 不 及 格 
而 重 上 三 年 级 ,这 倒 成 了 他 对 数学 发 生 兴 趣 的 契机 .他 发 现 数 学 能 帮 
锅 他 逃避 其 他 课程 给 他 带 来 的 无 聊 .不幸 , 他 对 数学 不 断 增 长 的 热 
情 ,招致 他 的 课 上 课 下 作业 的 成 绩 越 来 越 精 ; 当 他 15 岁 参加 声望 很 
高 的 巴 歼 高 等 工科 大 学 的 入 学 考试 时 , 怕 罗 华 失 败 了 ,不 得 不 进入 较 
普通 的 师范 学 校 ,就 是 在 这 所 学 校 , 售 罗 华 于 次 年 写 出 了 他 的 第 一 篇 
数学 论文 一 一 盘 不 十 分 出 色 但 已 显示 了 他 的 能 力 , 内 容 涉 及 连 分 数 . 
良好 的 开端 状 示 着 希望 可惜 他 很 快 就 陷入 了 一 系列 不 幸 的 事件 ,最 
终 不 得 不 完全 放弃 他 所 如 此 热爱 的 学 科 . 

他 的 下 两 篇 论文 (研究 多 项 式 方程 ) 遭 到 法 国 科 学 院 的 拒绝 .更 
精 的 是 ,两 篇 论文 手稿 还 莫 明 其 铝 地 被 丢失 了 .1829 年 了 月 ,他 在 巴 
黎 高 等 工科 大 党 的 入 学 考试 中 再 次 失 第 ;这 次 失败 很 可 能 跟 他 在 回 
答 考官 提出 的 - -个 特殊 问题 时 的 表现 有 关 . 当 问 到 他 “算术 对 数 " 理 
论 的 梗概 时 , 伪 罗 华 ( 完 全 准确 但 极 不 得 位 和 通融 地 ) 管 道 并 不 存在 
算术 对 数 , 怀 着 注资 之 情 , 倪 罗 华 于 1830 年 初 又 向 科 学 院 提交 了 另 
一 篇 论文 ,这 次 是 为 竞争 一 项 数学 大 奖 .科学 院 秘 书 和 傅立叶 (Fourier) 
将 其 手稿 拿 回 家 去 审读 ,不 料 在 写 出 评审 报告 前 去 世 了 ,此 文 再 也 没 
有 找到 . 三 失手 稿 ,加 之 考 巴 歼 高 等 工科 大 学 两 度 失 败 , 人 向 罗 华 遂 对 
科学 界 产 生 排 斥 情 绪 , 变 成 了 今日 所 谓 的 学 生 激进 分 子 . 他 被 学 校 开 
除 ,被 迫 去 寻找 秘 人 辅导 教师 的 工作 以 谋生 路 .虽然 他 当 教师 并 不 十 
分 上 成功, 他 的 数学 研究 工作 却 仿 相当 活 牙 ;他 在 这 一 时 期 写 出 了 将 成 
为 他 最 著名 的 论文 “关于 方 竹 可 根 式 求解 的 条 件 " ,并 于 1831 年 1 月 

递交 这 篇 论文 是 他 最 后 -- 次 尝试 让 数学 界 承 认 他 的 工作 . 到 3 
月 ,科学院 方 面 仍 理 无 彰 讯 ， 于 是 他 写 信 给 院 长 打听 他 的 文章 的 下 
落 ， 结 果 交 如 石沉大海 . 最 后 他 放弃 了 -.- 印 希望 ， 他 可 能 再 没有 去 
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数学 ,新 的 贡生 财 代 


做 数学 ; 改 而 参加 了 国民 卫队 《种 共和 主义 者 的 组 织 }， 在 这 里 ， 
他 跟 在 数学 界 时 一样 运气 不 佳 ， 他 刚 加 入 和 不久， 卫队 即 章 控 告 阴谋 
造反 而 被 解散 . 在 5 月 9 凸 举行 的 一 侈 入 说 聚 宴 1， 和 元 罗 华 手中 举 
着 出 闲 的 刀 坦 议 为 国 二 干杯， 这 - -手势 很 自然 地 被 同伙 们 解释 成 是 
要 国王 的 俩 ; 第 2 天 他 就 咎 捕 了 .在 审 癌 中 ， 他 自称 他 实 妹 上 说 的 
是 “为 路 易 - 非 利 普 干 杯 ， 如 果 他 成 了 卖国 贼 ”"， 可 后 半 旬 语 被 当时 
的 骚乱 声浪 淹没 了 人， 不 论 此 话 是 真是 假 ， 反正 他 被 判 无 菲 ,并 于 6 
月 15 蝇 获释 . 

7 月 4 是 ,他 终于 打听 到 他 给 科学 院 的 那 篇 论文 前 命运 : 因 “ 死 
法 理解 "而 遵 拒 绝 , 审 稿 人 泊 恰 (Poisson) 是 这 样 结束 其 评审 报告 的 : 


“我 已 尽 了 一 切 田 力 去 理解 你 加 华 的 证 明 .他 的 推理 不 够 清 
路 ,不够 充分 ,我 们 无 法 判断 其 正确 性 ;本 报告 也 不 能 就 此 提 吕 
任何 想法 .作者 宣称 ,该 文 研究 的 特殊 对 象 是 具有 众多 应 下 的 一 
种 更 普遍 的 理论 的 一 个 组 成 部 分 .也 许 , 人 整个 理论 的 各 个 不 同 的 
部 分 能 框 互 河清 ,因而 比 纯 立 的 部 分 更 容易 掌握 .我们 不 妨 建 议 
作 韦 发 表 其 完整 的 结果 ,以 恒 得 出 明确 的 意见 .但 就 目前 他 送 交 
科学 院 的 部 分 结果 而 言 ,我 们 不 能 推荐 说 应 给 予 承认 .” 


站 在 恩赐 立场 上 提 香 决意 见 的 鉴定 人 ,可 能 感到 他 的 这 个 报告 
无 可 挑剔 ,我 们 也 不 知道 它 对 项 罗 华 其 后 的 行为 有 无 影响 .但 是 在 了 
月 14 日 他 又 遭 带 捕 ,因为 他 在 公共 蕊 所 身 着 已 被 解散 的 国民 - 卫 趴 的 
制服 .这 次 他 被 判 了 六 个 月 的 监禁 . 

在 获 假 释 不 入 ,他 陷入 了 与 某 位 斯 特 凡 妮 小 姐 的 恋情 (我 们 不 
和 妇 她 姓 什 委 . 在 但 罗 华 的 -… 份 手迹 中 出 现 过 她 的 姓 , 但 被 重重 地 涂抹 
掉 了 ,可 能 荐 她 拒绝 伤 罗 华 的 证 据 . ) 这 号 致 了 他 的 早 亡 .这 次 恋爱 事 


件 不 知 何 帮 引 出 了 一 场 决 千 { 小 仲 马 (Alexandre Dumas) 认 为 这 场 决 【193] 


斗 其 实 是 政治 原因 上 促成 的 变相 行刺 阴谋 }.5 月 29 日 ,决斗 的 前 夜 ， 
何 罗 华 写 了 封 长 信 给 他 的 朋友 4 :会 乓 利 耶 (Auguste Chevalier》, 其 
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中 大 致 描述 了 他 的 数学 理论 ,从 而 给 数学 界 留 下 了 了 唯一 一 ' 份 它 将 蒙 
受 何 等 损失 的 提要 .在 第 一 夫 的 兢 半 中 ( 离 25 步 远 用 手枪 射击 ), 件 
罗 华 的 胃 部 中 弹 ,24 小 时 后 去 世 ， 

他 遭 拒 钨 的 是 篇 什么 样 的 论文 ? 1843 年 7 月 4 日 ,天 刘 维尔 
(Joseph Liouville) 在 法 国 科学 院 演说 的 开场 白 这 样 说 : 


“我 项 望 我 的 宣 入 能 引起 科学 院 的 兴趣 ;在 埃 丽 里 斯 特 * 你 
罗 华 的 那些 文章 中 ,我 已 发 现 如 下 漂亮 的 问题 的 一 个 既 精 确 又 
深刻 的 解答 :…… 是 否 根 式 可 解 ? ……” 


伽 罗 华 留 给 世界 的 最 核心 的 概念 是 群 ,这 对 所 有 时 代 都 是 最 有 
意义 的 概念 之 一 ,在 许多 数学 领域 有 它 的 应 用 ,而 且 可 用 于 物理 .化 
学 和 工程 学 分 支 . 

这 是 个 完全 抽象 的 概念 . 它 之 所 以 有 如 此 路 力 ,原因 是 有 大 量 群 
的 实例 存在 ,它们 往往 各 具 不 同 的 特性 . 群 的 概念 有 具有 和 多面 性 ,所 以 
可 用 各 种 方式 介绍 它 . 此 处 选择 的 方式 将 利用 到 平面 几何 图 形 的 对 
称 性 ,这 纯粹 是 因为 它 提供 了 易 理 解 的 形象 直观 的 例子 ,我 们 在 本 章 
较 后 前 部 分 将 遇 到 其 他 类 型 的 群 ,它们 跟 我 们 即将 讨论 的 对 称 群 一 
样 正统 . 


对 称 


考虑 如 图 24 所 示 的 等 腰 王 角形 .用 普通 的 日 常用 语 讲 ,这 种 几 
柯 图 形 对 图 中 的 垂 角 是 “对 称 的 ”. 我 们 说 三 角形 4BC 是 对 称 的 . 意 
指 二 角形 在 垂 线 左边 的 部分 ( 即 较 小 的 三 角形 48BD ), 是 右边 部 分 
《 即 4CD ) 的 镜像 ,想象 中 的 镜子 沿 垂 线 AD 摆 放 ,并 垂直 于 三 角形 
所 在 的 平面 . 如果 将 此 图 形 的 沿 半 调换 {或 者 说 反射 ) 一 下 ,整个 图 形 
跟 原 来 的 丝毫 不 差 地 出 现在 相同 的 位 置 上 ,只 是 48 和 AC 互 措 ,BC 

04] 翻转 了 方向 . 
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数学 ， 新 的 黄金 调 代 


六 一 般 而 论 , 对 于 平面 上 的 任意 一 个 图 
形 $ 和 平面 上 任意 -条 直线 !,S 关于 轴 i 
的 反射 是 指 一 种 行为 {一 种 作用 ), 它 将 5 
上 的 每 个 点 殉 全 它 对 1 的 镜像 人 处, 所谓 镜 

像 则 是 过 该 点 并 垂直 于 1 的 直线 上 的 某 个 
1 \ 点 ;后 者 到 [的 距离 跟 该 点 到 的 距离 相 
' 等 .注意 ,对 图 形 进行 变换 的 行为 是 指 反 
\ 射 这 种 必用 ,而 让 是 指 行 为 的 结果 . (我 们 


/ \ 将 集中 讨论 行为 而 不 是 其 结果 ,理由 将 在 
人 下 面 汪清 . ) 对 - -个 图 形 $ 所 作 的 反射 得 
8 D 出 的 图 形 被 称 为 8 在 该 反射 下 的 像 .图 25 


图 24 等 腰 一 角形 的 对 称 ， 显示 了 某 些 反射 (的 结果 ) 的 例子 . 


! 


从 


1 
tiitt (iv) 
图 25 关 十 轴 的 反射 . 图 中 以 虚线 表示 轴 , 用 粗 线 表 示 被 反射 的 图 
形 ,反射 后 得 到 由 细 线 硼 示 的 像 .在 (iv) 中 , 像 跟 原 图 形 重合 . | 1081 
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利用 反射 这 -概念 ,数学 家 称 平面 图 形 $ 是 关于 直线 上 对 称 的 ， 
车 $ 关于 1 的 反射 得 到 的 像 跟 3 在 该 平面 上 占据 完全 相同 的 位 置 ， 
此 时 称 为 对 称 轴 . {图形 25 中 的 4iy) 是 关于 轴 对 称 的 例子 .) 轴 对 
称 有 时 也 称 为 左右 对 称 . 

左 石 对 称 就 是 日 常 牛 活 中 (对 平面 图 形 ) 使 用 对称 这 个 词 的 合 
义 , 但 数学 家 还 有 一 类 对 称 , 它 可 用 图 26 来 说 明 . 图 中 所 示 的 形状 娆 
中 心 点 旋转 120F 角 后 , 它 在 平面 上 占据 的 位 置 完 全 没 变 . 这 是 旋转 对 
称 的 重子 . (注意 ,这 里 我 们 考虑 的 是 关于 点 的 旋转 若 将 图 24 中 的 
三 角形 作 关 于 直线 4D( 把 它 当 作 轴 } 的 180 的 旋转 ,所 得 图 形 仍 占 
据 原来 同样 的 位 置 ,而 且 女 关于 AD 的 反射 的 效果 一 致 . ) 


[106] 图 26 旋转 对 称 


群 


再 次 考虑 图 24 中 的 等 腰 三 角形 . 它 有 多 少 种 对 称 呢 ? 我 们 问 的 
是 ,都 有 哪些 (关于 轴 的 ) 反 射 和 (关于 点 的 ) 旋 转 , 它 们 作用 于 三 角形 


%0 


所 得 的 像 跟 原 三 和 形 占据 完全 相同 的 位 置 ? 显然 ,关于 垂 线 4D 的 
反射 是 一 个 . 计 我 们 用 字母 r 标记 这 个 反射 .还 有 其 他 的 对 称 吗 ? 很 
明显 再 没有 其 他 的 反射 对 称 了 ,但 旋转 对 称 呢 ? 关于 任 一 个 点 作 
36 人 的 旋转 将 使 图 形 回 到 起 始 装 态 ,但 这 不 能 算 , 因 为 此 时 所 得 的 结 
果 根 本 没 出 现任 何 变化 (相反 ,在 作 反 射 > 时 发 生 了 真正 的 变化 ,点 
刀 和 CC 最 后 占据 了 限 开始 时 不 同 的 位 四 ). 因此 ,我们 本 可 不 考虑 这 
种 平凡 的 情形 一 一 或 至 少 要 田 眼 对 待 它 .但 正如 考 虚数 民 加 零 并 不 
改变 原 数 ) 和 数 1( 它 对 乘法 不 起 作用 ) 是 有 用 的 一 样 ,将 恒 同 变换 了 
看 作 是 - -种 对 称 也 是 必要 的 , 它 使 平面 上 的 任何 点 都 不 改变 位 置 . / 
可 看 作 是 ?旋转 . 


让 tii} (i) 
图 27 相继 进行 的 反射 . 

慨 定 我 们 对 三 角形 ABC{ 兄 图 27(i)) 施 行 反 射 变换 r, 则 导出 如 
图 27fii) 所 示 的 三 角形 4CB. 如果 再 对 ACB 施行 r 将 出 现 什么 结果 
呢 ? 显然 我 们 将 再 次 回 到 最 初 的 状态 一 一 图 27(iii). 所 以 ,相继 实 
行 两 次 > 的 后 果 跟 不 作 任 何 变换 相同 (对 后 者 ,我 们 可 以 表示 为 施行 

一 吹 伍 向 变 换 了 站). 我 们 可 以 用 符号 表示 为 

了 共和 二 了 
其 中 的 星 号 * 意 为 "再 次 施行 ”. {因此 , 闭 = 和 5 为 两 个 对 称 ,a * 5 
I00 
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意 为 先 施行 a ,再 对 结果 施行 5 的 运算 .) 利 用 同样 的 记号 ,我 们 可 以 
描述 施行 其 他 一 些 对 称 的 作用 : 


rf=r, 
ix¥r=r, 
开关 二 了 
这 上 四 个 等 式 叮 用 下 表 加 以 总 结 ; 
等 县 三 角形 ， 


7 
了 | 了 严 
rir i 


为 了 观察 施行 - -个 对 称 x 后 接着 施行 男 一 个 对 称 y 的 误 果 ,你 
先 脏 着 下 中 第 x 行 看 ,直到 第 y 列 时 止 , 此 时 相应 的 项 是 xz x*y, 盈 
两 个 对 称 组 合 后 的 结果 . 
注意, 上述 讨论 上 暗含 了 相继 施行 两 个 对 称 本 身 也 是 一 个 对 称 . 情 
沈 确实 如 此 {你 想 一 想 就 会 明白 这 是 显然 的 ). 
当 我 们 对 图 26 所 示 的 三 丸 装 物 进 行 同样 的 分 析 丸 将 如 何 呢 ? 
此 时 有 三 个 对 称 ; 作 12P 的 逆 时 针 施 转 ( 称 为 v), 作 240F 的 着 时 针 旋 
转 ( 称 为 w) ,以 及 恒 间 变换 1, 此 时 一 - 切 保 持 不 变 . (你 可 能 会 问 “ 顾 
时 名 时 情况 如 柯 ?” 回 答 是 作 120p 的 顺 时 针 旋 转 跟 z 相同 , 作 240P 的 
顺 时 针 旋 转 等 同 于 ,因此 我 们 已 考虑 了 所 有 可 能 的 捕 形 .因为 相 
继 作 两 个 ]20 的 旋转 落果 跟 作 一 个 240P 的 旋转 相同 ,因此 显然 有 
习 共 和 下 二 贡 ， 
同样 ,两 个 240P 的 旋转 等 同 十 -- 个 420 的 旋转 ,因此 
ww =v 


全 部 相继 的 对 称 由 下 表 给 出 : 


em 


图 28) 有 六 个 对 称 . 它们 是 恒 同 变换 
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再 举 - - 例 . 等 边 三 角形 ( 


| 
[ 
| 
| 
| 
| 
| 
i 


了 水 
~ | 
| 

| 

|- 

| 

| 

| 

其 


国 符 ”等 边 二 角形 的 对 称 . 
1 ;分别 作 12P 和 24 他 的 逆 时 针 旋 转 v 和 四， 分 别 作 关于 直线 X,Y,Z 
的 反射 x ,y,z.( 三 角形 变动 时 直线 X,Y ,2 保持 不 动 . ) 这 些 对 称 的 
组 会 由 下 表 给 出 : 


等 边 三 角形 

Fwy 
TIivwaiys 
virwi rr 
WwW ivy 2 
Fx yy 
yy zxwiop 


zs x yuvuw! |189] 
如 果 你 起 验证 表 中 的 各 项 .不 妨 用 硬 纸 片 前 一 个 等 边 三 角形 ,三 个 基 
分 别 标明 4 ,B,C ,然后 把 它 放 在 着 有 三 条 直线 X,Y 了 ,Z 的 一 张 纸 
上 .这样 你 就 可 以 实 她 施行 各 种 旋转 和 反射 .( 在 进行 反射 时 三 角形 
的 两 面 都 要 标 上 字母 .》 
两 个 以 上 的 对 称 进 行 组 合 时 的 情义 又 如 何 呢 ? 这 不 必 特 别 加 以 
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考 虚 ,因为 不 管 应 用 针 少 个 对 称 , 部 等 价 于 相继 进行 两 个 对 称 的 组 
合 . 例 妈 ,对 于 刚 考 虚 过 的 等 边 三 角形 ,tx *y)xw 跟 bp x*v 是 一 样 
的 , 它 双 正好 是 和 ,这 里 我 们 两 次 使 用 了 那 张 表 . 为 了 指明 对 称 组 合 
的 次 序 ,上面 的 插 导 是 必须 的 :y 在 zx 之 后 施行 ,然后 再 施行 另 
种 组 合 x x* Cy * vw) 表示 : 先 施 行 ,然后 诗 施 行 y* my. 旭 果 你 按 第 一 
种 方式 组 合 ,将 得 到 什么 结果 呢 ? 你 知道 ,y xz 等 于 z, 所 以 x x{Y 
3) 等 价 于 xxza, 后 着 又 等 于 zu 这 跟 按 第 一 种 方式 组 侣 得 到 的 结 
果 相 同 . 仔 细 思 著 -- 盏 ,你 将 发 现 这 并 不 奇怪 .对 称 的 所 有 组 台 都 只 
有 这 种 性 质 :车 a,b,c 是 有 关 某 个 图 形 的 对 称 ,那么 

| (axb)jxcec=ax(bxe). 
{这 - -性 质 称 为 运算 * 的 钻 合 律 .】 

在 给 “ 群 "下 定义 之 前 ,我 们 还 需要 进行 最 后 一 项 考察 .如 果 你 有 
-- 个 对 称 , 并 “ 道 向 施行 "之 ,显然 它 构成 另 一 -个 对 称 . (就 反 冉 而 论 ， 
“下 向 "和 "北向 ”施行 并 天 差别 . 对 于 旋转 ,只 要 改变 旋转 方 癌 即 可 ,) 
一 个 对 称 x 的 “逆向 施行 " 称 为 x 的 送 ,通常 记 作 * -区 读 作 ”>x 的 
逆 "). 对 于 等 爵 三 衣 形 ,你 有 rr-!1=r( 这 对 任意 的 反射 都 成 站 ). 对 于 
三 人 角 架 , 休 有 vw 1=w 以 及 wi1=v; 对 于 等 边 三 角形 , 则 有 5-1= w， 
w= 和 1 = 了 则 对 所 有 情形 都 运用 . 
你 从 以 上 的 分 析 中 发 现 了 些 计 么 吗 ? 如 果 你 就 每 一 种 情形 去 对 照 -一 
下 那些 表 的 话 , 你 将 注意 到 a- 1#a=ax*w 1= 了 永远 成 立 .这 也 不 
是 偶然 的 ,你 只 要 想 一 想 何 为 桓 同 对 称 , 何 为 -个 对 称 的 逆 , 就 会 明 
向 其 中 的 缘由 . 

现在 你 应 该 能 隐约 地 感到 上 而 的 讨论 中 存在 某 种 熟悉 的 东西 
了 ,即使 你 过 去 从 未 着 莘 过 对 称 . 如 果 不 考 虚 军 ( 它 没有 北 ) ,它们 不 
是 跟 普通 的 有 理 数 (分 数 ) 胰 法 十 分 相像 吗 ? 性 意 两 个 非 符 的 有 理 数 
的 乘积 图 另 -个 有 理 数 ; 乘 法 允许 任意 编组 进行 { 即 对 和 任意 的 数 a， 
b,c, 有 (ab)e = atBc)); 所 有 非 零 的 有 理 数 x 者 有 上 超 它 相 逆 的 有 理 
数 x L!(=]lxz), 使 得 上 -1=ax-tz=1, 此 处 的 1 具有 乘 它 不 改变 乘 
积 的 性质 ,也许 你 没有 思考 这 些 问题 ,和 你 脑 中 的 例子 是 整数 的 加 法 : 
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两 个 整数 的 和 是 男 一 个 整数 ;Cu +5)+e=a+t+(5+e) 永 远 成 立 ; 存 
在 恒 等 数 0, 加 上 它 不 改变 原来 的 数 ;每 个 整数 x 都 有 它 的 递 
(x) ,使 得 x+(-x)=(-x)+x= 人 0 也许 你 心中 还 有 其 他 例子 ， 
事实 上 合子 多 得 很 ,包括 伪 罗 华 在 研究 解 五 次 旋 程 问题 时 所 思考 的 
实 侧 .而 所 有 这 些 便 子 邦 属 于 伪 罗 华 提 出 的 一 般 的 “ 群 " 的 概念 的 特 

对 数学 家 而 元 ,和 群 由 下 列 要 素 组 成 : 

(1 一 个 集合 忌 忆 大 

(2) 一 种 运算 * , 它 为 6 中 的 任意 一 对 玫 素 x 和 y 确定 一 个 仍 
属于 C 的 元 素 x x 中- 
运算 * 需 满足 下 询 二 个 条 件 (“ 群 公理 ”): 

(3) 它 满 足 结合 律 :对 6 中 任意 的 x ,y.z, 有 

CX YY)¥z=x* (yo). 
(4) CE 中 存在 单位 元 1, 使 得 对 C 中 任意 的 x, 有 
Tix=x¥ =x. 

(5) EC 中 的 每 个 成 员 都 有 -个 道 : 苦 x 属于 6, 则 存在 5 中 的 

元 素 , 使 得 


Xiy=Yy#x=/, 

我 们 已 见 到 过 几 个 群 的 重子. 若 6G 是 平面 上 某 给 定 图 形 的 所 有 
的 对 称 形成 的 集合 , * 是 相继 施行 两 个 对 称 的 运算 ,这 就 是 一 个 群 . 
又 车 GG 必 菲 零 有 理 数 的 集合 , * 是 普通 的 乘法 , 它 包 是 一 个 群 .再 车 
C 是 整数 集合 , * 是 普通 的 加 法 , 它 又 是 -一 个 群 .这 两 个 由 数 构 成 的 
群 中 的 运算 都 满足 交换 律 ， 即 对 群 中 任意 元 素 x 和 YY, 有 

Y= 

但 这 并 不 是 要 求 群 必需 满足 的 性 质 .例如 ;等 边 三 角形 的 群 就 不 满 
足 .你 不 妨 去 看 一 下 此 群 的 表 , 你 将 发 现 xx*a=y 而 "xx=z.: 在 其 
中 * 是 可 交换 的 那些 格 , 通 常 称 为 阿 贝 泵 群 ( 以 前 面 操 到 过 的 挪威 数 
党 家 命名 ). 

尽管 群 中 的 运算 * 没 有 必要 是 天 们 已 熟悉 的 运算 ,如 算术 运算 ， 
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但 -经 采用 通常 就 用 原来 的 名 字 称 呼 它 ( 事 法 ,加 法 ,或 其 他 可 能 的 
名 字 ) .不 过 ,如 群 中 定义 的 运算 原来 并 不 知道 ,或 没有 通用 的 名 称 . 
我 们 一 般 就 称 这 样 的 * 为 群 的 束 法 , 称 a*5 为 a 和 5 在 群 中 的 积 . 
这 样 做 纯粹 是 为 了 方便 ,不 要 从 这 种 称呼 本 身 望 文生 义 而 妄 加 推断 . 

因为 不 同 的 群 的 例子 非常 多 ,所 以 群 的 概念 十 分 有 用 一 一 它 不 
仅 在 数学 中 几乎 无 处 不 在 ,同样 也 出 现在 其 他 科学 中 . 量 恒 中 的 周期 
和 拍 , 原 子 中 的 对 称 , 基 本 粒子 的 交互 作用 ,它们 都 涉及 到 群 . 儿 对 一 般 
的 群 成 立 的 论断 ,对 任 一 特殊 的 群 也 成 立 ,那么 ,数学 家 是 如 何 建立 
任意 的 、 执 人参 的 群 的 性 质 的 呢 ? 回答 是 从 群 的 年 六 出 发 ,任何 命题 都 
必须 用 严 榜 的 数学 方法 加 以 证 明 . 

作 鸭 例子 ,我 们 将 证 明 群 中 的 任 一 元 素 必定 恰好 有 一 个 道 . (这 
是 在 使 用 记号 x -! 表 示 * 的 道 之 前 必须 证 明 的 . ) 群 的 定义 中 的 条 件 
5 保证 群 中 的 元 素 至 少 有 一 个 逆 , 但 并 不 排除 有 多 个 逆 . 当然 ,在 前 
面 给 出 的 群 的 例子 中 ,显然 没有 -- 个 元素 有 多 余 一 个 的 道 , 但 这 对 我 
们 需要 的 证 明 无 所 宰 益 ,我 们 的 证 明 庶 适 由 于 所 有 的 情形 ,包括 我 们 
从 未 考虑 过 的 可 能 存在 的 群 的 例子 . 

下 商 就 是 证 明 . 设 C 是 任意 一 个 群 , 设 x 是 6 中 的 任 一 成 员 . 又 
设 y 和 x 是 x 的 两 个 送 . 我 们 的 目的 是 证 明 y=z. 因 y 和 zx 都 是 x 的 
道 , 据 条 件 5 应 满足 : 


XYy=F 半 Y=, {3) 
无 尖子 站 和 一 了 (4) 
据 条 件 4, 我 们 有 
Y 三 了 站- 


利用 等 式 (4), 可 得 
再 = (zie) Y. 
由 条 件 (3) 即 得 
Y=zx*(xy). 
再 利用 等 式 (3) 得 到 
二 了 关于 
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于 是 ,对 * 使 用 条 件 4 即 可 排出 
YY 二 立 ， 

证 明和 完毕 .请 注意 由 定义 峰 子 群 的 所 有 结构 性 条 件 , 在 上 述 证 明 中 是 
必 不 可 少 的 . 

你 能 想象 群 论 中 的 大 密 数 证 曲 , 跟 上 面 极其 容易 的 例子 相 比 要 
复 条 得 志 ( 因 通 常 并 不 如 此 详尽 地 写 出 证 明 步 骤 ) ,它们 常常 涉及 
其 他 概念 ;但 是 所 有 的 证 明 有 - -个 共同 的 特征 , 即 整 个 证 明 过 程 全 部 
了 岂 基 于 最 初 的 假设 的 逻辑 锥 理 步骤 组 成 . 


群 的 其 他 介子 


上 面 考虑 的 由 对 称 组 成 的 群 都 是 关于 平面 图 赤 的 ,但 同样 的 想 
法 也 适用 于 三 维 空间 中 的 立体 图 形 .例如 ,立方 体 肥 24 个 旋转 对 称 
(这 里 是 关于 -个 轴 的 旋转 ,而 一 维 情形 是 基于 … 个 点 的 ). 为 了 说 明 
这 点 ,我 们 注意 立方 体 的 每 一 个 项 点 可 以 移动 到 另外 任 一 顶点 处 ,由 
顶点 引出 的 三 条 按 可 以 用 三 种 方式 转动 ,如 果 再 把 反射 包括 在 内 (是 
相对 于 一 个 平面 ,而 不 是 相对 于 一 条 线 的 反射 ) , 则 立方 体 共有 48 个 
对 称 . 

十 二 面体 是 由 十 二 个 全 等 的 正二 过 形 组 成 的 类 侯 球 形 的 立 笨 
{ 见 图 29), 它 有 的 个 旋转 对 称 ( 如 包括 反射 则 有 120 个 对 称 ), 立方 
体 和 十 二 面体 两 者 的 旋转 对 称 自 身 都 构成 群 , 它 包含 于 图 形 的 全 部 
对 称 之 内 .这 时 ,数学 家 们 称 旋转 对 称 构成 了 全 部 对 称 群 的 子 群 . 

十 二 面体 的 旋转 对 称 构成 了 最 小 的 非 变 换 单 群 ( 见 后 文 ), 伽 罗 
华 利用 了 这 种 群 的 单纯 性 及 其 元 素 个 数 不 是 素数 这 一 事实 ,证 明了 
一 般 的 五 次 多 项 式 方程 不 可 能 有 根 式 解 . 

到 日 前 为 止 ,我 们 所 多 的 例子 中 的 类 有 些 是 雹 眼 的 (如 整数 加 
法 》, 有 些 是 有 限 的 (如 各 种 对 称 群 ), 我 们 在 本 章 将 主要 关注 有 限 群 ， 
矩阵 则 提供 了 有 限 拜 和 无 限 群 的 例子 . 

一 个 给 阵 是 -长 方形 数组 (在 我 们 日 前 的 鲁 子 中 ,其 中 的 数 呀 以 
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图 四 十 六 面 仁 


是 有 理 数 或 实数 ). 通常 将 它 写 在 一 个 括 强 内 .例如 : 
(1 3 2 4) 
2 14 -5 


矩阵 的 形状 和 大 小 可 以 是 任意 的 ,但 我 们 将 特别 关心 方 阵 , 它 的 行 数 
与 列 数 相同 (这 个 数 通常 称 为 矩阵 的 阶 ). 下 面 是 一 个 二 阶 ( 方 ) 矩 阵 


的 例子 : 
(1. 20): 


征 阵 有 其 自身 的 算术 运算 ,两 (后 阶 ) 矩 阵 相 加 是 很 方便 的 ,只 须 
将 对 应 的 项 相 加 ,如 : 


(or 0 小 
乘法 有 一 点 儿 复 杂 . 简 而 言 之 ,就 是 将 第 -一 个 矩阵 的 各 行 与 第 二 


个 矩阵 的 各 列 项 对 项 地 乘 ,再 将 它们 加 起 来 .对 于 二 阶 矩 阵 ,可 用 ~ 
个 代数 的 例子 和 一 个 数字 的 例子 给 以 最 清晰 的 解释 : 


(2 人， 
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13 i2 4 2+9) (4+3 
(| 5)*{3 人 = (人 人 
- {1 7). 
1! -3 
第 二 个 例子 说 明和 矩阵 冬 法 是 非 突 换 的 (显然 加 法 是 交换 的 ): 
(2 4) > | 1 3) - (02-9 (6 +20) 
3 1 -2 5 (3-2) {9+5) 
-5 26). 
1 14 
你 可 能 要 间 :为 什么 要 这 样 复杂 好 定义 乘法 呢 ? 为 什么 不 像 加 
法 那样 简单 她 以 对 应 项 相 乘 呢 ? 这 是 数学 家 们 研究 了 阜 阵 的 一 些 应 
用 (特别 是 解 很 大 的 联 立 方程 组 ) 后 .根据 这 些 应 用 的 需要 谭 给 出 的 
定义 .今天 ,和 矩阵 演算 旦 如 此 重要 ,以 致 于 任何 计算 系统 ,无论 是 用 于 
科学 还 是 商业 的 都 理所当然 地 配备 了 处 理 什 阵 演 算 的 软件 .确实 , 算 
阵 演算 大 概 是 今日 计算 机 最 常 进行 的 -…- 项 数值 工作 . 
三 阶 或 更 高 阶 的 第 阵 的 加 法 及 乘法 的 定义 可 用 类 位 于 上 面 所 给 
的 一 阶 定义 给 出 .实际 上 ,我 们 以 后 将 要 说 到 的 每 件 事 都 可 应 用 到 任 
意 大 的 阶 的 情形 { 仪 须 作 - -- 些 显而易见 的 修正 ) ,但 为 了 清楚 起 见 ,我 
们 将 继续 集中 讨论 阶 为 2 的 算 阵 . 
阶 为 2 的 矩阵 {或 任意 阶 的 拭 阵 ) 按 加 法 构成 一 个 群 ,两 个 矩阵 
之 和 仍 是 一 个 知 阵 ,加 法 注 足 结合 律 ,存在 一 个 单位 短 阵 
9. 
0 0 
且 任 一 矩阵 的 逆 可 通过 在 每 个 元 素 前 面 加 一 负 号 而 得 ,这 个 群 还 是 
可 交换 的 . 
乘法 的 情形 如 何 一 一 是 否 也 给 出 一 个 群 ? 确实 ,两 个 矩阵 的 习 
积 仍 是 一 个 矩阵 ,矩阵 乘法 也 满足 结合 律 (这 不 是 非常 显然 的 ,但 如 
动手 作 一 下 推导 ,你 就 会 看 出 这 是 对 的 ) ,存在 … 个 单位 元 , 即 矩 阵 它 


lo 中 


厂 以 任何 一 个 矩阵 都 使 后 者 保持 不 变 . 至 于 是 省 存在 逆 的 问题 ,通过 
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二 基本 
(* ?x! aAH = 中 


°c -rH aoa/H 
其 中 玉 = ed - be. 两 个 宗 阵 左右 交换 相 习 也 是 如 此 , 孝 而 矩阵 
(了 
二 过 
的 道人 第 阵 应 是 
(2 一 2 
-cH a/Hl. 


世 前 提 应 是 第 -个 睹 阵 在 在 ! 当 吉 十 0 时 就 不 行 了 (0 不 能 作 除 
数 ). HH 不 为 0 的 矩阵 是 有 道 的 ,这 样 的 第 阵 叫 颌 可 北 前 (或 有 时 称 
为 非 厅 异 的 ). 刀 为 0 的 皇 阵 没有 闭 ,并 称 为 坷 异 的 (或 不 可 天 的 ). 

由 于 存在 奇 异 第 阵 , 它 没有 道 ,和 矩阵 在 乘 臣下 不 构成 媳 . 但 如果 
我 们 具 考 虑 可 道 算 阵 ,就 得 到 - -个 群 .这 显 热 吗 ?” 未 必 . 结 侣 律 是 设 
有 问题 的 , 困 为 它 对 所 有 和 邱 阵 痢 成 立 , 无 论 它 是 可 可 道 . 由 于 单 短 算 
阵 是 可 道 的 {因此 起 我 们 考 虚 的 集合 中 的 一 个 成 员 ), 所 以 我 们 有 了 
群 中 的 单位 元 .元 素 的 道 呢 ? 我 们 选 拌 的 集合 中 的 元 素 都 是 可 道 的 ， 
但 你 必须 检查 这 些 道 本 身 也 在 这 个 集合 中 .这 是 很 容易 的 事 ,但 必须 
核实 ,最 后 还 要 检验 -- 件 事 , 即 你 必须 知道 ,两 个 可 道 元 素 相 匀 的 积 
仍 基 可 遂 的 ( 即 仍 在 我 们 的 集合 中 ) .这 也 基 可 用 代数 演算 证 明 的 简 
单 的 事 { 你 自己 试 试看 ). 

可 道 矩阵 构成 的 群 显然 是 无 限 的 {我 们 早已 指出 它 是 非 交 换 
的 ). 后 面 我 们 将 泣 虑 的 非常 重要 的 群 是 由 可 道 矩 阵 余 的 有 限 子 群 构 
成 的 . 

另 -- 类 重要 的 群 叫做 钟 群 .最 显然 的 例子 由 12 小 时 的 钟点 给 
出 . 取 从 1 到 12 的 整数 集 ,利用 "钟表 加 法 " 作 演 算 , 其 中 的 12 在 计 
算 中 当 作 0, 过 了 12 你 又 从 1 数 起 ,例如 5 加 5 是 I0,7 吉 8 是 3,17 
加 1t 是 10,7 加 12 是 7, 等 等 .这 样 给 出 一 个 群 ,其 单位 元 是 12, 群 
中 和 任 一 数 的 道 是 12 减 去 该 数 所 得 的 差 , 所 以 7 了 是 5 的 逆 ,9 是 3 的 
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这 里 12 这 个 数 没什么 特 串 的 , 任 “个 数 都 可 以 起 类 似 的 作用 . 
阶 为 10 的 钟 群 史 藏 在 十 进 制 数 系 之 后 , 阶 为 24 的 钟 群 对 点 着 24 小 
村 的 钟 , 阶 为 60 的 钟 群 联系 着 时 间 的 度 其 , 价 为 360 的 钟 群 与 角度 
计算 有 关 . 

数学 家 将 钟 群 俞 名 为 怎 环 群 ,之 所 以 这 样 称呼 是 因为 这 种 寿 的 
元 素 在 个 图 中 循环 变动 { 像 -只 钟 ), 例 如 一 阶 循环 群 的 加 法 表 为 : 


科学 中 任 “ 分 支 的 基本 日 标 之 一 是 确定 并 研究 那些 “基本 对 
象 ”, 其 他 所 有 对 象 可 由 它们 构造 出 来 .如 在 生物 学 中 是 细胞 (或 者 是 
分 子 ), 化 掌中 是 原子 ,物理 学 中 是 基本 粒子 (目前 是 夸克 ). 在 数学 的 
很 多 分 支 中 也 是 这 样 . 典型 的 例子 是 数论 (和 根据 第 1 章 描述 的 算术 基 
本 定理 ), 素 数 是 基本 的 建筑 构件 .上述 例子 中 每 种 理论 的 基本 对 象 
在 结构 上 都 是 单线 的 ,单纯 的 意思 是 指 { 从 理论 观点 考虑 ) 它 们 不 能 
分 成 同类 的 更 小 的 单元 (原子 不 能 用 化 学 手段 分 发 ,素数 不 能 再 用 除 
法 分 解 等 ) 
群 论 中 的 茶 本 构件 是 单 群 .为 了 解释 什么 是 单 群 以 及 任 给 一 有 
限 群 如 何 能 分 解 为 组 成 它 的 各 个 单 群 ,我 们 需要 一 个 概念 , 即 群 的 压 
编 像 .大 略 地 说 , 当 我 们 枸 作 一 个 群 6 的 压缩 像 时 ,我 们 得 到 的 是 按 
比例 病 碱 的 © 的 一 种 变形 . C 的 群 运算 * 也 反映 到 压缩 像 中 , 尽管 
只 是 某 种 约 简 形 式 , 这 有 点 像 旺 便 拿 着 望远镜 观看 一 个 物体 ;物体 的 
主要 特征 被 保存 了 ,但 是 变 小 了 ,并 且 许 多 特征 变 得 不 再 好 区 分 . 
” 稍微 精确 些 说 ,如 果 从 群 6 出 发 , 构 作 一 个 5 的 压缩 像 C ,你 必 
须 将 C 的 每 个 元 素 & 对 应 6' 的 -个 元 素 a'( 称 为 a 的 像 ) ,使 得 Cr 
下 
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第 5 埋单 癌 
的 任 一 对 元 素 a ,5 的 像 分 着 是 a' ,5 的话 , 则 与 如 的 匡 积 必须 是 
G 中 元 素 axb 的 像 { 这 样 G1 保存 了 6 的 结构 ), 这 里 没有 限制 可 能 若 
干 个 5 的 元 素 对 应 8 中 辐 -元 素 . 授 过 这 种 “推倒 "再 “ 精 合 ”的 这 程 
使 你 从 G 得 到 G6 ,6G' 的 大 小 会 缩减 .数学 家 们 称 压 缩 像 为 同 态 像 . 

每 个 群 在 至 少 有 两 个 压 第 像 , 一 -个 是 & 自身 , 即 每 个 元 素 是 它 
自己 的 像 .这 种 情形 显然 满足 作为 床 锯 像 欧 要 求 ,这 必 种 极端 情 
形 ; 另 一 个 夺 缩 像 是 任 -- 沦 6 部 有 有 的 男 -- 种 极端 情形 , 它 是 6G 的 点 
像 , 即 只 有 一个 元 素 且 单位 元 e 的 群 . 注意 , 群 的 定义 人 允许 一 个 单位 
元 自身 构成 个 群 , 品 然 它 太平 凡 了 .这 种 群 的 滋 法 表 居 

世 半 FE 二 8. 
在 点 像 中 ,等 个 有 的 元 素 都 有 同一 的 像 , 即 e. 所 以 这 种 情形 也 满足 
压缩 像 的 要 求 . 

钟 格 提供 了 一 些 例 地 ,说明 除 了 上 面 提 到 的 两 个 平凡 的 群 之 外 ， 
存在 着 其 他 的 压缩 像 ,例如 , 设 G 是 阶 为 24 的 钟 群 , 设 @' 基 防 为 12 
的 钟 群 .对 石 中 从 1 到 12 的 ,其 像 a' 就 是 n 自己 .从 13 到 24 的 
na = 下- 12. 于 是 6G' 是 6&6 的 压 弟 像 .例如 取 6 中 元 素 了 7 和 18, 它 
们 的 像 人 邹 别 时 7 和 6 在 姑 中 7 和 6 的 和 是 I 根 据 压 缩 像 的 定义 ， 
它 应 该 等 于 了 和 18 在 《中 的 和 的 像 .而 在 6 中 7 与 18 的 和 是 1.1 
在 CG' 中 的 像 恰 是 1( 注 意 , 从 G&G 到 G5' 的 过 程 正 是 通常 所 用 的 从 24 小 
时 的 钟 变 汰 12 小 时 的 钟 的 为 法 ). 

注意 在 上 面 例 子 中 很 重要 的 一 件 事 是 12(G' 的 阶 ) 除 得 尽 24(C 
的 院 ), 阶 为 素数 的 钟 群 没 有 不 同 于 自身 和 点 像 的 压缩 像 , 这 就 给 出 
了 -- 族 例子 , 它 属于 本 章 的 中 心 概 念 : 


单 群 是 一 种 群 , 亡 的 压缩 像 仅 有 其 由 身 和 点 像 ， 


通过 压 纠 的 方法 ,每 个 有 限 群 可 唯 :一 地 被 分 解 为 一 些 单 群 的 集 

合 , 这 与 -个 台数 被 分 解 为 它 的 素数 因子 非常 相似 ( 见 第 1 章 ). 事实 

于 还 有 更 多 的 相似 之 处 :每 一 个 这 样 的 单 寿 分 支 的 元 素 个 数 是 诛 漆 
了 7 
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的 群 的 元 素 个 数 的 因子 ,而 且 所 有 这 些 数 的 乘积 等 于 原来 群 的 元 素 
个 数 .但 类 似 的 东西 到 此 为 上 , -方面 , 群 的 单 群 分 支 所 包含 的 元 素 
个 数 可 以 是 合 数 (我 们 曾 提 到 止 六 二 面体 的 旋转 对 称 构成 一 个 60 阶 
的 单 群 ). 还 有 ,在 一 个 给 定 的 素数 集合 中 的 所 有 素数 的 生 积 是 唯一 
的 ,而 一 个 给 定 的 单 群集 合 常常 可 用 不 同 的 方法 组 合成 完全 不 同 的 
样 . 


分 类 问题 


在 党 成 了 将 单 群 视 为 有 限 属 理论 中 的 “基本 粒子 "之 后 ,数学 家 
们 着 手 尝试 单 群 的 分 类 问题 .大 略 地 说 ,他 们 希望 能 够 说 出 什么 样 的 
群 是 单 群 ,什么 样 的 群 不 是 单 群 ,自然 ,单纯 性 定义 本 身 给 册 了 …… 种 
答案 : 单 群 是 那些 仅 有 两 个 讨 缩 像 的 群 .但 这 不 是 数学 察 所 要 求 的 那 
种 答案 ,他 们 希望 的 解答 能 够 对 作为 群 的 单 群 的 实际 结构 给 出 一 种 
措 述 . 这 种 描述 可 以 是 :给 出 -种 - 般 的 模式 ,适用 于 -族群 ;或 是 对 
个 别 的 独特 的 群 的 结构 的 描述 ， 

例如 ,一 个 显然 的 结论 是 所 有 素数 阶 钟 群 是 单 群 ( 合 数 阶 钟 群 则 
不 是 ). 事 实 上 于 它们 是 促 丰 的 交换 单 群 的 例子 , 困 而 我 们 已 经 得 到 了 
所 在 交 撞 单 群 的 完全 分 类 (它们 属于 “不 则 ” 族 ). 所 以 全 部 努力 都 花 
费 在 非 变换 群 的 分 类 上 . 大 约 从 本 世纪 4 和 年 代 以 来 ,数学 家 开始 在 
分 类 定理 (虽然 这 不 一 定 是 他 们 心中 的 日 的 ) 方 面 工作 ,发 现 了 几 个 
无 限 单 群 的 “正则 族 ", 最 后 共 发 现 了 18 个 这 种 族 , 包 括 上 述 素 数 阶 
钟 群 族 ,以 及 另外 --: 些 容易 描述 的 族 ( 详 见 后 文 ). 同 时 也 发 现 了 上 几 个 
苘 庶 不 下 由 的 独特 的 群 .不 能 纳入 任 -已 知 的 类 型 中 .最 早 的 5 个 奇 
翌 的 (后 来 所 称 的 ) 淫 在 单 群 ,是 于 19 世纪 60 年 代 被 一 瑟 莫大 
(Fmile Mathiew) 发 现 的 , 圭 此 就 称 为 马 莫 忆 群 .最 小 的 马 带 此 群 的 阶 
为 7920 ,最 大 的 阶 为 244823040. 直到 一 个 世纪 以 后 的 1965 年 ,第 六 
个 散在 群 被 7- 扬 科 (Zrvonimir Janko) 发 现 , 称 为 扬 科 群 , 此 群 有 
175560 个 元 素 ,每 个 元 素 都 是 7 阶 知 阵 ( 群 中 的 运算 星 和 矩阵 乘法 }). 
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发 现 这 个 群 的 途 么 预示 出 这 种 方法 将 会 导 和 至 形 后 发 现 26 个 散在 单 
群 , 它 来 源 于 考查 第 十 七 个 正 由 单 群 族 , 即 1960 年 R: 雷 (Rimhak 
Ree) 发 现 的 - 族 , 现 在 称 之 为 雷 族 . 

正如 我 们 就 要 解释 的 那样 ,每 个 单 群 对 应 着 提供 该 单 群 的 结构 
的 信息 的 其 些 更 小 的 群 , 称 为 对 会 的 中 心 化 子 , 其 精 殉 定义 见 后 文 ， 
但 雷 样 由 二 . 阶 短 阵 组 成 ,第 阵 中 元 素 肥 自 一 个 丰 数 为 3 的 奇 次 寡 的 
族 限 数 集 .{ 若 3 的 奇 次 寡 为 1, 则 这 有 限 数 集 就 恰好 是 1 ,2,3. ) 作 为 
证 曲 早 期 的 局 限 形 式 的 分 类 定理 的 尝试 的 一 -部 分 ,必须 证 明 雷 群 是 
具有 下 述 性 质 的 仅 有 的 单 群 :与 其 对 应 的 对 合 的 中 心 化 子 由 二 阶 矩 
阵 组 成 , 秆 阵 中 的 汇率 取 自 - -个 基数 为 基 个 素数 p 的 奇 次 知 的 有 限 
数 集 中 .显然 此 处 的 上 应 为 3, 最 后 证 明了 上 述 论 断 是 正确 的 ,除了 
一 个 例外 , 苑 p 为 5, 奇 次 穴 为 1 的 情况 .于 是 扬 科 就 动手 研究 起 这 
个 例外 情形 .他 的 意图 是 扫除 这 个 余 留 的 障碍 , 即 证 明 没 有 一 个 单 群 
对 应 着 包 有 5 即 的 集合 . 他 惟有 达到 这 个 目的 ,但 却 设法 得 到 了 
更 加 奇妙 的 结果 ;他 证 明了 如果 存在 这 样 一 个 单 群 的 话 , 则 该 群 必须 
有 175560 个 元 素 . 这 样 精确 的 结果 预示 着 存在 一 个 真实 的 群 隐藏 在 
这 个 背景 中 .经 过 大 量 的 计算 , 扬 科 成 功 地 找到 了 它 . 这 是 发 现 的 第 
六 个 散在 群 .为 了 纪念 扬 科 , 它 被 命名 为 万. 

对 于 雷 族 以 外 的 单 群 族 使 用 类 似 的 技巧 , 扬 科 很 快 找到 证 据说 
明了 还 存在 栈 个 散在 单 群 ,其 中 一 个 有 504800 个 元 素 , 另 一 个 有 
50232960 个 元 素 . 但 他 未 能 具体 找 出 这 两 个 群 .两 个 中 较 小 的 - -个 
JJ 最 后 由 M' 小 堆 尔 [Marshall Hall J7) 和 DD: 契 尔 士 (David 交 aijes) 找 
到 ; 较 大 的 一 个 J 由 C': 希 始 昌 (Graham Higman) 和 了 械 妻 凯 (John 
MeKay) 找 出 (使 用 计算 机 进行 演算 ). 

通过 或 多 成 少 相 似 的 方法 ,这些 年 来 人 们 陆续 看 至 苦 干 散在 群 
被 发 现 .到 1980 年 ,26 个 这 种 独特 的 群 中 最 后 一 个 被 RE: 格 里 斯 
(Robert Griess) 构 作出 来 (有 关 它 存在 的 猜想 哇 存 1973 年 就 提出 
了 ), 它 是 最 天 的 散在 群 . 实 际 上 它 得 名 为 “大麻 大 魔 的 尼 素 个 数 
是 : 
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S08 Ul 424 794 512 873 886 459 904 

061 7I0 757 005 754 368 000 000 000. 
(粗略 地 说 是 8 后 面 写 上 53 个 等 ,) 它 捷 阶 为 196883 的 年 阵 的 集 台 
《和 定 阵 的 元 素 为 算数 ). 值 得 注意 的 是 , 格 壬 斯 是 符 手 算 进 行 了 确定 
“天魔 “所 需 的 全 部 计算 的 . 这 … 事 实说 明 这 合群 允许 人 几 手 算 就 能 
『 解 它 , 是 充分 跟 人 “合作 的 ” ,十 是 格 持 斯 给 他 的 样 起 各 为 "友好 的 
巨人 ”- 

大 诬 的 发 现 是 分 类 定理 证 明 的 最 后 过 程 中 的 一 步 .现存 已 经 知 
道 ,有 限 单 群 包括 18 个 正则 无 限 群 族 4 其 中 的 第 一 个 群 族 是 素数 阶 
的 钟 群 ) .以 及 26 个 散在 群 , 峰 没 有 其 他 的 了 ,整个 结果 由 500 篇 文 
章 年 成 ,在 数学 杂志 上 占用 了 几乎 15000 页 . 


十 八 个 正则 族 和 散在 单 群 登场 亮相 


首 数 党 的 进步 中 ,数学 家 常常 微 的 事 是 阐述 提出 的 定理 并 随后 
给 出 证 明 , 而 分 类 问题 则 与 此 天 不 一 样 :直到 定理 被 证 明之 前 ,甚至 
连 癌 题 有 多 大 也 无 法 知道 .例如 也 可 能 散在 群 多 于 25 个 ,甚至 可 能 
有 无 限 多 个 ,这 就 意味 着 我 们 绝 匹 可 能 达到 目的 .我 们 所 做 的 大 部 分 
直 作 是 在 "让 我 们 找 出 童 群 "的 基础 上 进行 的 ,和 而 不 蚌 在 奔 间 … 个 已 
明确 叙述 好 的 定理 .这 就 很 难 确 切 地 说 出 什么 时 候 这 方面 的 上 作 升 
始 进入 量 后 前 分 类 工作 .在 1954 年 阿姆斯特丹 的 国际 数学 家 大 会 
上 ,R* 布 劳 尔 (Richard Brauer) 在 他 的 发 言 中 提出 了 试图 将 单 群 ( 货 
阶 的 ,虽然 后 来 证 硼 这 个 限制 是 和 多余 的 ) 分 类 的 一 个 方法 ,这 可 以 算 
作 -个 起 点 . 另 一 个 较 少 争议 的 起 点 是 1972 年 , 那 年 ,D' 戈 伦 斯 坦 
【Daniel Gerenstein) 在 芝 加 栅 大 学 作 了 一 系列 的 讲座 ,概括 地 提出 了 
分 16 步 走 的 纲领 , 它 应 该 能 导 臻 分 类 问题 的 最 终 解决 .在 某 种 程度 
上 看 ,最 后 的 冲击 是 由 1962 年 W: 费 特 (Walter Feit) 和 本 汤普森 
{John Thompsom]) 所 得 的 关键 性 结果 开始 的 , 它 也 能 看 作 是 “结尾 性 
工作 的 起 点 ” .无论 如 和 何 ,要 想 继 续 讲 王 二, 我 们 首先 必须 谈 谈 册 现 在 
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第 5 章 单 . 群 
完全 的 解答 中 的 群 的 性 质 . 
18 个 焉 央 族 中 的 第 一 个 已 经 所 到 了 , 妈 : 所 和 有 素数 阶 的 钟 套 组 
成 的 族 . 第 -个 好 像 容 易 描述 些 .对 仁 -大 于 4 的 整数 nm,n 个 符号 
的 所 有 惕 置换 组 成 的 群 是 单 群 ,所 有 这 样 的 群 构成 第 二 族 .什么 是 
个 符号 的 情 置 撞 ?” 准 虚 n =4( 第 - :个 使 人 感 兴趣 的 情形 ). 取 四 个 符 
导 ,如 西 个 字 攻 4, 下, ,DD. 按 学 址 表 硕 序 作成 -个 “ 字 ”ABCD ,通过 
反复 交换 -- 对 字母 可 将 这 上 四 个 字母 排 成 4x3x2x1=24 个 不 合 的 
“ 字 所 或 序 ) 中 的 人 芷 何 一 个 .和 任 一 这 样 的 重 排 叫 做 4BCP 的 - -个 轩 
巷 . 通 过 偶 效 次 交换 得 到 的 是 避 置 换 ,奇数 砍 交 换 得 到 的 是 奇 置 换 . 
如 C84 是 偶 置 换 , 从 .480CD 出 发 ,首先 交换 4 和 [C, 然 司 交 换 4 和 
六 即 得 . B84CGD 天 - -个 奇 置换 , 愉 ABCD 出 发 ,经 由, 日 这 -一 对 字母 迹 
拘 即 得 . 
不 是 很 妙 吗 ”我 们 现在 类 上 面 做 的 与 对 称 联系 起 来 ,而 且 不 把 
寻 换 看 成 是 字母 最 后 的 排序 ,而 看 作 是 达到 这 一 最 后 排序 的 一 系列 
的 x 对调 .这 意味 着 我 们 可 将 两 个 置换 合并 成 为 - -个 单个 置换 :如 果 a 
和 5 都 是 ABCD 的 置换 {有 即 一 系列 六 调 ), 则 a x 5 也是 -~ 置换 , 它 先 
实行 对 调 a ,然后 实行 对 间 请 .例如 , 葵 & 是 先 对 调 4 与 ,再 对 调 蕊 
上 ;六 若是 对 汕 上 4 和 六 ,那么 ,从 4BCD 出 发 ,我 们 有 : 
4 将 4BCD 变 为 DB4C， 
二 将 PPB4C 恋 为 D4BC ， 
ax 请 将 4BCD 恋 为 P4BC. 
显然 运算 * 满足 结合 律 ;单位 置 摸 。 不 改变 任何 东西 , 它 的 作用 是 
便 等 运算 . 即 对 任 - 一 个 a: 
= 二 
任 一 竹 换 的 道 显然 由 同 -- 个 对 换 的 反 序 作用 而 得 到 ,于 是 ,车 a 是 
先 对 调 4,C ,然后 对 润 CD , 则 4- 为 先 对 调 C,D ,而 后 对 调 4,C. 
(你 自己 检验 axa- 1=a-!x*a=e,) 这 样 ,四 个 字母 4,8,C,D 的 
置换 便 组 成 一个 群 . 偶 轩 搞 自身 也 构成 一 群 , 它 是 全 体 轻 换 群 的 李 
群 ,由 全 部 置换 中 的 一 半 组 成 (由 两 个 偶数 的 和 仍 是 偶数 这 一 简单 事 
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实 可 得 出 两 个 偶 壮 换 的 乘积 * 是 另 一 侦 置 换 }. 上 述 偶 置换 群 称 为 4 
次 交错 群 , 它 是 : 止 四 面体 的 旋转 对 称 群 的 精确 复制 品 ( 即 两 者 有 相 
同 的 来 法 表 , 因 向 实 夺 上 是 同一 个 群 ). 

对 n=4 的 情形 我 们 就 讨论 到 上 比 .同样 对 任 -大 于 2 的 ,者 可 
以 得 到 n 该 变 错 群 ( 当 仅 有 两 个 符号 时 ,只 有 一 个 非 平 凡 置 换 , 它 居 
奇 冒 换 , 故 相应 的 交换 群 是 -… 个 元 素 的 群 ). 当 n=3 时 ,置换 群 上 有 3 
x2x1= 6 个 元 素 , 交 错 群 是 三 阶 钟 样 的 镜面 像 ( 苔 & 是 4B6 的 侦 
置换 , 它 先 对 调 4 ,8B ,然后 对 凋 4,C, 于 是 a 将 ABC 变 为 BC4 ,ax 
a 将 4BC 案 为 C48, 加 上 单位 党 换 ,这 上 就 是 所 有 的 侦 置 摸 ,(a x a}) 
x ga 将 4BC 仍 变 为 4BC ,于 是 这 架 钟 走 了 . - 转 ). 

对 任 -大 于 4 的 n,n 次 人 交错 群 是 单 群 ,这 是 由 于 次 数 大 于 4 的 
多 项 式 方程 { 根 式 ) 不 可 解 性 所 使 然 . 等 -等 ,这 不 就 是 早 些 时 候 我 们 
提 记 过 的 关于 正二 一 面体 的 旋转 群 的 单纯 性 吗 ” 而 且 由 此 导致 徊 罗 
华 得 到 五 次 方程 的 有 关 结 果 . 确实 ,十 二 面体 群 怡 是 五 次 交错 群 . 

在 素数 阶 钟 群 和 次 数 大 于 4 的 交错 群 之 后 ,对 另外 十 六 个 正则 
族 要 如 此 简捷 地 描述 由 难得 多 .它们 全 是 大 小 不 一 的 矩阵 群 , 有 时 这 
些 旗 首先 由 它 所 包含 的 矩阵 所 措 述 ;对 另 一 些 情况 又 须 先 定 交 其 他 
术语 ,经 过 相当 的 努力 之 后 才能 得 到 其 纯 阵 描述 ， 

那么 到 底 分 类 问题 是 如 何 解决 的 呢 ” 许多 正则 族 在 世纪 之 变 时 
已 经 知道 了 六, 切 蒂 厄 的 五 个 散在 单 群 就 是 那 时 发 现 的 . 从 观察 发 现 ， 
所 有 已 知 的 非 交 换 单 群 都 含有 偶数 个 元 素 ,十 是 伯 思 赛 德 (Bumside) 
猜想 ,这 对 于 所 有 非 交 挨 单 群 都 是 对 的 ,而 不 管 它们 总 共有 多少 ,也 
不 管 它们 还 可 能 有 其 他 什么 性 质 , 在 1962 年 , 伯 恩 赛 德 猜想 被 芝 加 


苛 大 学 的 费 特 和 汤普森 所 证 明 ,此 乡 上 获 得 1965 年 代数 方面 的 科 尔 | 


(Cole) 奖 . 费 特 - 汤普森 定 埋 的 证 明 占 满 了 “ 太 半 洋 数 党 杂志 ”整整 
255 页 的 版 面 ( 像 这 样 的 数学 条 志 通 常 刊 登 20 成 30 篇 各 种 不 同 题 
目的 论文 ), 这 其 示 了 完全 分 类 定理 的 最 后 证 明 将 是 极 长 的 ， 
随 着 费 特 -汤普森 定理 的 出 现 , 仿 导 突然 为 沿 着 1954 年 布 劳 尔 
色 划 的 通 向 分 类 定理 (前 面 提 到 过 此 事 ) 的 道路 扫 消 了 路 障 .这 个 问 
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题 有 两 个 方面 :-- 是 要 确定 出 单 群 (或 单 群 族 ) ,这 是 分 类 所 要 求 的 . 
除 广 -个 剩 下 的 族 和 斤 个 散在 单 群 之 外 ,这 方面 的 工作 在 1960 年 就 
完成 了 { 虽然 当时 对 这 点 完全 没有 看 清楚 ). 另 -方面 是 迹 明 尾 :- 单 
群 必 定 属 于 某 个 给 定 的 范畴 , 这 就 全 征明 变 得 于 分 复杂 .问题 是 你 必 
须 从 完全 任意 的 一 个 单 群 开始 {由 你 所 知 的 就 是 它 是 一 单 群 ), 然 启 
想方设法 证 明 它 是 正 风 族 的 -- 个 成 员 { 三 说 是 它 的 确切 复制 ), 成 是 
所 列 出 的 散在 群 的 ~ - 员 . 这 就 是 布 劳 尔 所 建议 的 进攻 路 线 ， 

他 的 局 想 是 集中 研究 群 中 ( 非 单 位 元 的 )a ,它们 满足 ar a= e. 
这 样 的 元 素 称 为 对 会 .很 答 易 证 明 任 意 含 偶 个 元 素 的 群 至 少 包 依 - 
个 对 合 . {你 自己 试 - -下 ,你 需要 知道 的 只 是 前 面 给 出 的 群 的 定义 ,这 
个 解法 非常 简捷 精巧 ,是 利得 你 北 费 些 力气 找到 它 的 .) 由 费 特 - 汤 
普 森 定理 可 得 :每 个 非 变 换 单 群 都 包含 对 合 ， 

布 劳 尔 所 作 的 事 是 计算 昂 个 蕊 知 的 正规 族 里 对 会 的 中 心 化 于 
《我 们 还 记得 ,这 是 在 费 特 -汤普森 定理 之 前 ,但 是 在 伯 恩 赛 德 提出 
他 的 猜想 之 后 ,他 的 猜想 后 来 成 为 他 们 的 定理 ). 什 么 是 中 心 化 子 ? 
大 G 里 的 元 素 w 的 中 心 化 子 是 群 中 所 有 使 得 a xg=g*& 的 a 所 
组 成 的 集合 . 奶 果 GE 是 交 找 的 , 则 任 - -元 紊 的 中 心 化 于 以 是 避 自 号 . 
自然 ,其 他 情形 不 必 如 此 .可 以 相当 直接 证 明 的 事实 是 ;G6 中 任 -元 
过 的 中 心 化 于 是 6 的 子 寿 . 布 劳 尔 的 工作 是 鼓舞 人 心 的 .所 有 的 对 
全 的 中 心 伦 子 群 具有 像 原 来 的 单 群 问 样 的 -- 般 性 结构, 虽然 是 萌 菠 
状态 的 .这 使 他 觉得 ,有 可 能 从 有 关 这 些 中 心 化 子 群 的 信息 重 造 全 部 
群 ,而 朋 对 某 些 特殊 情形 ,他 证 实 了 他 的 估计 . 

布 劳 尔 的 卫 作 不 仅 种 使 人 人 们 发 现 了 很 多 散在 群 (前 面 已 经 担 到 
三 个 场 科 群 ) ,而 且 提 供 了 使 诗意 给 定 的 单 群 纳入 所 提出 的 分 关东 畴 
的 最 初 方法 .首先 证 明 ,在 给 定 的 群 中 的 邓 侣 的 中 心 化 子 很 像 我 们 已 
知 的 分 好 类 的 -- 个 单 群 的 对 合 的 中 心 化 子 , 然 后 试 轿 将 这 种 高 度 局 
银 的 联系 扩充 为 完全 等 价 . 这 最 后 -- 步 是 没有 容易 方法 的 :对 合 的 中 
心 化 子 仅 促 是 全 部 对 合 中 很 小 的 -部 分 ,所 以 这 有 一 点 像 玩 拼图 游 
丽 时 得 从 - - 片 括 图 月 导出 全 部 图 形 … 样 ， 
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符 布 攻 朱 之 后 进行 的 下 作 , 属 十 艾 伦 斯 坦 1972 年 在 芝山 哥 讲演 
中 提出 的 16 步 纲 领 中 的 内 容 . 是 伦 靳 坦 本 人 认为 , 囊 个 行动 网 领 可 
望 在 本 地 纪 末 实 再 .他 的 大 部 分 是 众 则 认为 这 林 锡 太 乐 观 了 .得 他 们 
部 役 注 蕊 到 昕 众 中 用 … 位 刚刚 完成 了 研究 生 学 业 的 年 轻 数学 家 一 一 - 
加 州 理工 学 院 的 MM: 阿 施 巴 赫 尔 (Michacl Aschbacher) .他 从 一 个 被 称 
为 分 支 定理 的 关 链 性 结晶 出 龙 ,以 秋风 扫 阔 呈 之 势 ,一 个 接 一 个 地 让 
明 出 今 人 吃惊 的 成 果 . 其 结果 足 , 所 岁 门 能 够 以 一 项 小 的 数学 成 果 来 
标志 该 证 明 的 最 终 完 成 ; 那 蚌 1980 年 的 事 ,恰好 在 成 伦 斯 坦 的 讲演 
发 表 8 年 之 后 以 阿 施 巴 赫 朱 则 因 其 吊 色 的 工作 而 获 1980 年 代数 方 
面 的 科 尔 奖 .) 

向着 这 条 路 走 ,其 余 的 各 种 散在 群 被 发 现 了 ,正规 族 除 了 前 两 个 
以 外 全 部 是 由 某 种 矩阵 集合 组 战 的 ,有 时 还 需求 助 于 计算 机 来 计算 ， 
由 于 这 26 个 群 在 所 有 无 眼 个 单 群 中 占 极 少数 ,显然 它们 是 非常 特别 
的 ,因此 当 我 们 得 知 它们 与 别 的 数学 分 支 有 联系 时 是 :点 也 不 奇 性 
的 .例如 ,1968 年 剑桥 大 学 的 十 康 威 (John Conway) 发 现 的 二 个 页 在 
单 群 ,现在 以 他 的 名 字 命 名 ,它们 是 章节 于 利 奇 格 {Leech 's lattice ) 
的 ,后 者 是 -种 数学 结构 , 它 虹 源 于 设计 到 错 础 (这 是 一 种 信息 的 加 
密 传 输 方法 ,使 得 失真 和 随机 错误 可 以 得 到 补偿 ). 有 两 个 乌 蒂 厄 散 
在 单 群 是 与 常用 于 军事 目的 的 戈 菜 (Golay) 纪 错 码 相关 .这 一 类 的 联 
系 说 明了 对 分 类 定理 有 兴趣 的 某 种 诛 央 ,人 得分 类 定理 在 群 论 之 外 的 
最 主要 的 "名声 "无疑 来 自 十 其 证 明之 令 人 难以 置信 的 长 度 . 本 意 的 
最 后 攻 钉 话 我 要 留 给 要 : 阿 施 纠 赫 尔 ,他 在 得 到 最 后 的 让 明 中 起 了 十 
分 大 的 作用 .在 1980 年 完成 整个 证 曲 后 木 失 ,他 曾 回顾 了 这 个 评 明 . 
他 写 道 ; 


“这 里 所 涉及 的 数学 的 大 部 分 内 容 是 最 近 得 到 的 .无 疑 ,一 
旦 有 了 时间 深思 熟 卡 这 些 技 巧 ,它们 将 会 得 到 改 渤 .然而 还 是 很 难 
想象 这 个 定理 会 有 一 个 短 的 证 明 . 我 个 人 很 怀疑 将 来 会 出 现任 
何 一 类 短 证 明 
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长 的 证 路 会 使 很 多 数学 家 感到 困惑 ,一 方面 , 当 证 明 的 长 度 
增加 时 ,错误 的 概率 也 增加 了 .在 分 类 定理 证 明 中 出 现 错误 的 报 . 
率 实际 上 是 1. 另 一 方面 ,任何 单个 的 错误 不 能 被 容易 地 改正 的 
概率 是 0. 由 于 该 证 明 是 有 限 的 ,所 以 定理 是 错误 的 概率 接近 干 
堆 . 随 着 时 间 的 推移 ,我 们 有 机 会 推敲 证 明 , 对 它 的 信任 程度 必 
定 会 增加 ， 

现在 也 许 应 该 考点 以 下 的 司 能 性 :有 一 些 自然 的 基本 的 定 
理 , 它 可 以 简明 地 叙述 出 来 ,但 没有 简短 的 证 明 . 我 回想 分 类 让 
理 就 是 这 类 成 果 , 当 我 们 的 数学 变 得 更 成 熟 时 ,我 们 可 能 更 会 经 
常 地 碰 到 这 类 定理 .” 


阅读 文献 


关于 群 论 的 比较 好 懂 的 引言 可 在 Jan Stewart 的 Concepts of Modem Mathe- 
maticstPelican ,1981) 一 书 的 第 7 章 中 找到 . 
程度 高 一 些 的 读物 ,涉及 到 本 音 谍 是 的 细节 ,可 和 参看 Daniel Gorenstein 的 
Finite Simple Groups (Plemum ,1982). 
有 限 单 群 分 类 的 工作 的 权威 性 描述 可 葵 见 Daniel Gorenstein 的 两 卷 本 的 
[128] The Claseification of Finite Groups (Flenum, 1982). 


《 衷 向 东 、 玛 绪 字 译 ) 
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历史 回顾 


1900 年 8 月 ,全 世界 最 优秀 的 数学 家 云集 巴黎 ,出 席 第 一 次 国 
际 数 学 家 大 会 { 这 样 的 大 会 每 隔 四 年 在 世界 上 不 同 的 地 点 举行 一 次 ， 
除 战 争 时 期 外 没有 中 了 断 ). 他们 中 有 一 位 就 是 38 岁 的 哥 廷 根 大 学 教 
授 大 卫 - 希 尔 伯 特 (David Hilbert) .作为 当时 的 领头 数学 察 之 一 , 希 尔 
伯 特 应 邀 向 天 会 作 主 要 报告 ,报告 日 期 是 8 月 8 日 . 

由 于 此 次 大 会 的 召开 正好 赶 上 20 世纪 的 头 一 年 (其 实 是 为 此 而 


指引 方向 ,而 不 是 ( 像 通 常 这 类 根 告 所 做 的 那样 ) 简 单 地 回顾 某 些 最 
近 的 工作 . 

希 尔 伯 特大 声 疾 呼 ;“ 在 我 们 中 间 , 常 常 听 到 这 样 的 召唤 ;这 里 有 
一 个 数学 问题 ,去 找 出 它 的 管 案 ! 你 能 通过 纯 思 维 找到 它 . 因为 在 数 
学 中 没有 各 norabimaus{ 不 可 知 )》“ 为 了 强调 这 种 召 喷 , 希 尔 伯 特 在 会 
[提出 了 不是 一 个 而 是 二 下 二 个 尚 末 解决 的 重要 问题 一 一 其 中 任何 
-个 问题 - 旦 获 解 ,都 将 标志 着 数学 知识 的 重大 进展 .这 些 问题 多 数 
是 ! 或 者 后 来 变 得 ) 以 特殊 的 名 字 而 著称 .如 连续 统 问 题 ( 在 希 尔 伯 特 
的 表 中 名 列 第 一 , 参 疗 第 2 章 ) ,或 黎 曼 问题 (参阅 第 9 章 ) 等 .但 有 - 
个 问题 却 特别 地 以 其 在 希 尔 伯 特 表 中 的 排序 一 一 第 十 而 变 得 众 所 丝 
知 . 

希 尔 伯 特 第 下 问题 来 源 十 一 本 名 叫 4 算 术 》(Arithmetica) 的 代数 
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著作 ,该 书写 于 公元 250 年 左右 ,作者 是 亚历山大 城 的 丢 香 图 (Dio- 
phantus) (参见 第 8 章 ). 根 据 这 本 著作 中 所 考虑 的 问题 的 类 型 ,今天 
的 数学 家 们 就 用 “ 丢 番 图 方程 ”这 个 名 称 来 表示 那些 有 一 个 或 几 个 变 
元 的 整 系数 方程 ,它们 的 求解 仅仅 在 整数 范围 内 进行 . 正 是 最 后 这 个 
限制 使 丢 番 图 方程 的 数学 与 实数 (也 可 能 为 复数 ) 范 围 的 方程 求解 有 
根本 的 不 同 .【 事 实 上 上 “ 技 番 图 方程 "这 一 术语 初 听 起 来 真有 些 令 人 混 
消 “ 玉 理 图 "作为 形容 间 主 要 不 是 修饰 方程 ,而 是 用 来 说 明 所 寻求 的 
解 的 类 型 .因此 方程 


3x2 一 572+2xy =0 

如 果 是 在 实数 范围 内 求解 .就 简单 地 称 之 为 “方程 ”, 而 如 果 只 要 求 整 
数 解 , 则 称 它 为 丢 番 图 方程 +) 

解 丢 番 图 方程 与 在 实数 范围 内 解 同样 的 方程 很 不 一 样 ,例如 , 设 
有 方程 

x + Y=2， (5) 

如 果 将 它 看 成 是 求实 数 解 的 通常 方程 ,那么 就 存在 着 无 穷 多 个 解 .在 
-2 与 +v2 之 间 给 定 任 一 实数 >, 如 取 


s=+vV2-7, 

则 x=r,y=s 就 是 -个 解 .但 如 果 将 它 看 成 是 一 个 丢 番 图 方程 ， 
那 就 只 能 得 到 四 个 解 : 

x=+l,y= +1l;x= +1l,ry=-]; 

x=—-1,y=+]1l;x*= -1,y= -1. 
如 果 将 方程 稍 党 变动 一 下 ,比如 说 变 成 

x+ y2 = 3, (6) 
那么 仍然 可 以 得 到 无 穿 冤 个 实数 解 ,但 却 根本 不 存在 整数 解 了 .作为 
秋 番 图 方程 ,方程 (6) 不 可 解 ,那么 方程 45) 与 646) 究竟 有 什么 区 划 ? 
更 一 般 地 说 ,是 否 有 -种 可 以 判别 任意 备 屡 图 方程 可 解 性 的 方法 ? 
例如 ,能 不 能 编写 出 -- 套 计算 机 程序 ,对 于 任 给 的 丢 亚 图 方程 , 它 都 
可 以 告诉 你 该 方程 是 省 有 和 解 ? 这 实质 上 就 是 希 尔 伯 特 第 十 丫 题 所 问 
的 内 容 . 在 前 人 所 做 大 量 工 作 的 基础 上 ,这 问题 到 1970 年 才 被 俄国 
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数学 家 旋 时 ' 起 带 雅 多维 奇 (Yurni Matyasevieh) 解 决 ,而 这 方面 的 努力 
汀 以 追溯 到 1930 年 代 , 并 包容 着 数理 迎 辑 ,计算 理论 和 代数 学 等 多 
方面 的 结 染 . 


丢 番 图 方程 和 欧 几 里 得 算法 


最 简单 的 丢 鲜 图 方程 是 只 有 一 个 乐 知 数 的 线性 方程 .事实 上 我 
们 关于 于 和希 图 的 生平 所 知道 的 唯一 信息 就 是 从 一 个 这 样 的 方程 得 到 
的 .有 … 个 4 世纪 的 数学 问题 说 : 丢 番 留 的 童年 占 其 -一生 的 六 分 之 
一 ,区 过 了 一 年 的 十 二 分 之 -他 开始 长 胡须 ,再 过 七 分 之 一 他 结 了 
婚 , 婚 后 五 年 生子 ,儿子 的 寿命 是 父亲 的 一 半 , 且 比 父 亲 早 亡 四 年 .如 
以 x 表示 于 琵 图 的 寿命 ,上 述 信息 就 给 出 方程 


1 1. 1 1 
Cr+ TIT+ TY ++ 7%+4=%, 


解 出 x = 84.【〈 严 格 她 说 这 并 不 是 一 个 圭 番 图 方程 ,因为 其 系数 非 整 
数 ,但 戎 用 系数 各 分 母 的 最 小 公 倍 数 遍 乘 各 项 ,就 可 以 得 出 一 个 整 系 
数 方程 . 不管 斑 普 图 是 否 真 活 了 84 岁 ,只 有 一 个 未 知 数 的 线性 竺 番 
男方 程 的 求解 总 是 一 件 轻 而 易 举 的 事情 . 方程 
ax =b 

有 整数 解 的 充 要 条 件 是 a 整除 上 ,这 时 解 就 等 于 se, 这 条 件 非常 简 
单 ,因此 很 容易 写 出 一 个 计算 机 程序 ,我 们 可 以 通过 它 很 快 地 判断 这 
样 - -全 于 番 图 方程 是 否 有 解 . 

有 两 个 未 知 数 的 线 人 性 技 番 图 方程 情形 又 垮 样 呢 ? 这 时 同样 有 一 
种 简单 的 方法 如 以 判断 方程 是 否 有 解 .为 了 判断 方程 

axt+by=e 

是 否 有 整数 解 ,可 以 首先 计算 e 和 4&8 的 最 大 公 因 数 ,比如 说 是 .如 
果 d 整除 ,方程 就 有 整数 解 ,如 果 d 不 能 整除 ,方程 就 无 尾数 
解 . 

例如 方程 
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gx + 15y=12 
有 没有 整数 解 ? 6 和 15 的 最 大 公 因 数 是 3,3 可 以 整除 12, 因 此 方程 
有 整数 解 ( 鲍 如 *x =7,y = -2 就 是 方程 的 解 . ) 
请 注意 ,对 于 给 定 的 丢 番 图 方程 来 说 ,判别 它 有 没有 解 和 求 出 它 
的 解 是 性 质 完全 不 同 的 问题 .有 吕 能 解 的 存在 性 很 容易 判断 ,但 归 实 
际 求 出 一 个 解 却 极为 困难 . (虽然 ,如 果 你 能 够 求 出 一 个 解 来 , 那 就 同 
时 知道 了 它 的 存在 ! 能 够 被 找到 的 东西 一 定 存在 ,反之 ,存在 的 东西 
却 未 必 能 被 找到 . ) 对 于 两 个 未 知 数 的 线性 丢 番 图 方程 来 说 ,不 仅 有 
一 种 简单 的 判断 解 的 存在 性 的 方法 ,而 且 还 有 一 套 具体 求解 的 机 械 
化 程序 .大 多 数 初等 数论 课本 对 此 都 有 详细 介绍 了 .解法 的 关键 是 下 
述 求 最 大 公约 数 的 欧 几 里 得 扯 法 . 
已 知 两 数 x 种 y, 以 xmody 表示 x 被 y 相 除 所 得 余数 ( 见 第 1 
章 ). 两 个 已 知 数 % 和 4 (a > 5) 的 最 大 公约 数 可 以 计算 如 下 . 设 
amodh = ri, 再 设 umodri = r2,rimodrz = ri 如 此 继续 下 去 ,直到 余 
数 为 零 ,m -Imodr =0. 这 时 rn 就 是 a 和 8 的 最 大 公约 数 . 
例如 求 133 和 56 的 最 大 公约 数 , 可 以 进行 如 下 : 
133 mod 56 =21, 
56 mod 21 = 14, 
21 mod 14 =7, 
14 mod 7 =0. 
因此 133 和 56 的 最 大 公约 数 是 7, 妈 最 后 一 个 非 零 余 数 . {现在 你 也 
许愿 意 亲 自 验算 一 下 81 和 25 的 最 大 公约 数 是 1.) 
上 述 方法 最 早 见 于 公元 前 350 ~ 300 年 左右 写成 的 欧 天 里 得 & 原 
本 》 第 如 卷 ,这 就 是 为 什么 它 被 称 作 欧 几 里 得 算法 的 原因 ,然而 确切 
地 说 ,什么 是 “算法 ”? 对 于 希 尔 伯 特 第 十 问题 来 说 ,这 可 是 关键 的 问 
题 .在 试图 网 管 这 一 问题 之 前 ,让 我 们 先 简要 回顾 一 下 , 馆 至 希 尔 伯 
特 讲 六 之 时 ,人 们 对 于 丢 番 图 方程 的 求解 还 知道 些 什 么 . 


D。 如 ¢ 税 等 数论 》,David Bunen 善 (ALyn and Bacon,1980) .一 一 原 注 - 
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事实 上 所 知 其 少 (至 今 们 然 如 此 》. 两 个 以 上 末 知 数 的 线性 方程 
可 以 用 - -种 推广 的 欧 几 电 得 算法 来 处理 , 即 上 述 两 个 变量 情形 的 推 
广 . 对 于 有 一 个 或 二 个 未 知 数 的 一 次 方程 ,如 
Y2 一 3Y 十 4= 昌 
或 
3x 1 一 Sxy + ¥ =7, 
高 斯 的 - -种 重要 理论 提供 了 判断 给 定 方程 是 否 有 解 的 方法 .( 这 就 是 
著名 的 .二 次 互 反 律 , 第 的 页 上 已 有 介绍 .) 但 是 ,除了 对 个 别 特 殊 情 
形 可 以 使 用 一些 巧妙 的 方法 以 外 ,上 面 所 说 的 大 概 就 是 我 们 所 知道 
的 --- 切 了 , (一 个 特别 重要 的 “特殊 情形 "涉及 于 看 图 方程 
XT 
这 里 n 至 少 等 于 2. 当 mm>2 时 这 方程 解 的 存在 性 就 是 著名 的 费 马 最 
后 定理 问题 ,我 们 将 在 第 8 章 中 作 详 细 介 绍 .) 
现在 我 们 就 来 讨论 什么 是 “算法 "的 概念 ? 


算法 与 图 林 机 


公 抑 825 年 左右, 一 位 名 叫 阿 尔 - 花 拉 - 下 米 (al-Khowarizmi) 的 被 
斯 数学 家 写 了 一 本 书 , 书 中 概 据 了 进行 数字 四 则 算术 运算 的 法 则 ,所 
至 的 数字 都 是 用 今天 的 印度 十 进 制 形 式 来 表示 的 ( 按 个 .十 . 百 位 等 
排列 ,并 有 表示 分 数量 的 小 数 点 ). 现代 名 词 “ 算 法 "(algorithm ) 就 来 
源 于 这 位 数 芋 家 的 和 名字 . 

所 请 算法 就 是 逐步 (step-by-step) 执 行 攻 类 计算 的 方法 . 是否 能 
明确 写 出 或 共 体 说 明 运 算 指令 并 不 重要 .重要 的 是 这 些 指令 应 当 是 
完全 的 ,并 且 没 有 二 义 性 ,没有 随意 选择 的 余地 ,同时 还 应 对 所 有 的 
初始 数据 而 不 羽 是 基 些 特殊 数值 有 效 . 上 节 所 述 欧 几 里 得 算法 是 -- 
个 很 好 的 例子 .算法 指令 明确 告诉 你 每 一 步 该 做 什么 ,同时 该 方法 对 
所 有 的 数 a 和 5 都 适用 (a 大 于 3 一 一 为 了 适用 于 所 有 的 情形 ,上 只 需 
简单 地 加 -- 道 初始 指令 : 按 太 数 在 前 小 数 在 后 的 顺序 写 出 这 两 个 数 
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即 下 ). 算 法 的 其 他 例子 有 花 拉 节 米 在 他 的 鞭 作 中 制定 的 十 进 数 的 
加 . 减 、 菊 、 队 法则， 

希 尔 伯 特 第 十 问题 是 问 :是否 存 芷 一 种 可 以 判别 任 给 的 丢 番 几 
方程 有 解 的 算法 ? 对 于 荣 些 特别 简单 的 天 番 图 方程 ,这 样 的 算法 是 
存在 的 . 如 前 所 述 ,对 于 线性 方程 和 皇 多 两 个 未 知 数 的 二 次 方程 ,这 
样 的 算法 确实 存在 .但 是 否 存 在 - -个 能 适用 于 所 有 情形 的 算法 ?如 
果 答 案 居 肯定 的 ,那么 为 了 证 明 你 的 结论 ,只 上 变 将 这 个 普 证 的 算法 写 
出 来 就 行 .但 是 假定 管 案 是 否定 的 , 那 又 怎样 来 证 明 你 的 结论 呢 
“逐步 指令 集 "的 概念 对 于 确定 具体 的 算法 来 说 是 适用 的 ,但 它 总 的 
来 党 过 于 会 糊 , 不 能 用 来 赴 明 执行 某 -特定 任务 的 算法 之 不 存在 . 困 
此 就 需要 给 算法 下 一 个 更 为 严格 的 数学 定义 . 

有 了 今天 的 计算 机 技术 , 估 们 可 以 将 “算法 "定义 为 对 特定 的 机 
器 用 特定 的 计算 机 语言 编写 的 套 计 算 机 程序 . 这 样 的 定义 当然 是 
很 精确 .得 同时 也 产生 -- 些 明显 的 问题 .首先 尾 什 么 样 的 语言 和 什么 


- 样 的 机 器 ? 还 有 对 机 器 所 能 姓 理 的 数字 的 大 小 和 可 以 利用 的 存储 全 


有 和 何 限 制 ? 后 来 终于 者 清 了 ,假如 你 准备 通过 所 销 对 数据 大 小 的 所 
有 限制 而 使 问题 理想 化 ,那么 语言 和 机 器 的 选择 对 于 “算法 "的 最 终 
定义 来 说 是 无 关 紧 贾 的 .不 管用 什么 语言 和 机 器 ,所 产生 的 可 计算 中 
数 集 都 相同 ;一 种 计算 能 够 在 一 种 机 器 上 用 一 种 语言 进行 ,当量 仅 当 
它 能 在 任何 其 他 机 器 上 用 任何 其 他 语言 进行 .这 在 直觉 上 是 很 清楚 
的 ,因为 在 最 基本 的 运算 层次 上 ,计算 机 所 做 的 一 - 切 就 是 处 理 0 种 
1. 

上 事实 上 ,为 得 到 可 行 的 “算法 " 定 交 ,并 没有 六 要 求助 于 计算 机 
技术 . 早 在 计算 机 时 代 来 临 前 的 1930 年 全 ,数理 刘 抢 学 家 (他 们 中 最 
重要 的 有 下 -波斯 特 .A': 括 奇 ,5S: 克 林 、K' 哥 德尔 入: 图 林 ) 已 经 给 
出 过 车 开 种 定义 .这 些 定义 采用 了 很 不 相同 的 途径 :" 方 程 演算 ” 
Cequational cajeulus), “递归 函数 ”(recursive functions ) 演 算 ,以 及 各 种 
抽象 计算机”, 不 过 在 每 一 种 情形 ,最终 得 到 的 “可 执行 计算 "的 概念 
部 - 样 ,因此 就 “算法 "概念 的 定义 而 言 ,你 可 廊 选择 其 中 的 任何 … 科 
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途径 ,我 们 不 芒 就 选择 最 简单 的 方法 ,这 种 方法 是 由 英国 还 和 辑 学 家 其 
伦 - 马 西 栖 :图 林 (4]an Mathison Turing) 最 先 提出 的 . 

它 让 一 个 读 写 头 和 -条 无 限 长 的 带子 级 成 ,带子 可 以 双向 通过 读 捷 
基 ,带子 于 分 成 许多 小 格 ( 见 图 30) .每 个 格子 可 以 是 空白 前 ,也 可 以 
记 有 - :个 符号 ,这 符号 是 取 自 固定 的 符号 系统 (0 和 1 两 个 符号 就 斑 
了 ,但 在 整个 运算 中 符号 系统 的 确切 选择 并 不 重要 ). 在任 一 时 刻 , 读 
写 头 将 处 于 有 限 多 个 不 同 状态 (State ) 中 的 一 个 状态 【两 个 状态 就 侣 
了 ;但 具 栖 的 状态 数 不 是 重要 因素 .) 机 器 的 运作 是 控 逐 步 进行 的 方 


读 写 头 每 次 视 读 -- 个 带子 方 格 ， 
此 时 它 将 处 于 有 限 个 
状态 中 的 一 个 六 态 


分 成 许多 方 格 的 
双向 无 归 带 ， 
每 格 可 记载 一 个 符号 


图 加 图 林 机 .这 种 假想 的 计算 机 是 由 英国 数学 家 艾 伦 * 图 林 在 30 
年 代 发 明 的 ,目的 是 为 计算 的 研究 提供 抽象 的 理论 框架 .图 林 机 虽然 
很 简单 ,但 可 以 证 明 , 任 何 计算 不 等 有 包 复 杂 , 都 可 以 用 图 林 机 来 完 
成 .图 林 机 概念 使 人 人们 能 给 “算法 "以 精确 的 定义 , 即 把 算法 看 作为 医 
林 机 程序 . 

淡 写 头 在 任 一 时 刻 必 处 于 有 限 个 确定 状态 中 的 一 个 状态 .机 器 
的 动作 是 披 离 散 的 步 统 进行 .每 -- 步 的 具体 动作 由 读 写 涉 当 时 状态 
和 它 正在 视 读 的 带子 方 格 内 容 所 决定 .机 医 的 运作 由 一 套 程序 来 控 
制 , 程 序 由 一 张 表格 组 成 ,指明 了 跟随 着 每 一 组 由 读 写 头 状 态 和 带子 
输入 符号 决定 的 信息 之 后 机 器 麻 该 进行 什么 动作 (和 参阅 框图 B). 


126 


L1351 


[136] 


式 ,每 步 则 出 三 个 不 同 的 动作 组 成 .在 任何 -个 时 刻 , 读 写 头 将 视 
读 带 上 的 一 个 方 格 , 它 的 行为 由 该 方 格 上 的 内 容 和 机 器 的 状态 所 决 
定 . 根 据 这 两 个 因素 ,要 器 抹 去 带 上 原 有 的 符号 ;然后 或 者 使 该 方 格 
保持 空白 ,或 都 则 写 上 另外 的 (也 可 能 是 相同 的 ) 符 号 ;然后 让 带子 通 
过 读 写 头 , 朝 两 个 方向 之 -移动 -个 方 格 , 最 后 机 器 进入 了 另 一 个 
“也 可 能 是 相同 的 ;状态 . 机 器 的 行为 从 头 至 逢 是 由 一 个 指令 集 (in- 
siruction set 所 决定 ,这 个 指令 集 明 确 地 告诉 你 一 一 对 于 每 个 状态 和 
每 一 次 叮 能 的 符 导 识 读 一 一 应 访 执 行 哪 二 个 动作 . 初始 数据 (如 果 有 
的 话 )? 也 是 写 在 带子 上 { 根 据 某 个 符号 系统 ,其 其 体 选 择 并 不 重要 )， 
机 器 的 运作 从 读 写 头 视 读 第 .个 方 格 数据 开始 . - 瑟 计 算 结 束 , 机 器 
就 进入 -个 特别 的 停 上 状态 .运算 过 程 所 产生 的 任何 结果 都 记录 在 
带子 上 ,可 以 从 机 器 停止 时 所 视 读 的 那个 方 格 开 始 去 寻找 这 些 结果 . 

利用 图 林 机 ,算法 可 以 被 定义 为 一 串 指令 ,它们 按 上 述 的 方式 来 
决定 机 器 前 行为 . 很 明显 ,用 如 此 简单 的 机 器 即使 进行 最 基本 的 运 
算 , 所 需 的 “算法 "也 将 十 分 繁 琪 (参阅 框图 B). 但 这 一 概念 的 意义 ， 
主要 是 在 于 它 提供 了 算法 (以 及 计算 ?的 精确 定义 ,这 定义 非常 简单 ， 
能 够 进行 数 党 处理, 并 且 适 于 执行 任何 “算法 计算 ”. 概 念 本 身 并 不 要 
求实 际 制造 出 这 样 一 台 机 器 来 一 一 曼 然 已 育 许 多 热心 人 笋 了 大 量 的 


尝试 ! 


框 徊 8: 一 个 简单 的 图 林 机 程序 


在 本 合 中 , 仙 带 符号 表 从 由 站 和 1 组 成 . 正 整数 用 ! 的 连续 序列 来 表 
东 ,n 个 1 就 表示 数 n( 这 样 正 整 数 被 记 必 :1,11,111,1111,…). 总 共有 五 
个 状态 ,分 别 记 为 1,2,3,4 和 二 (特别 停止 状态 ), 程序 的 对 象 是 要 确定 输入 
带 上 的 一 个 簿 定 的 整数 是 赐 数 还 是 音 数 ,如 果 是 个 数 ,机 器 就 应 输出 一 个 I 
并 停机 ;如 果 是 奇数 ,机 器 应 输出 一 个 0 并 停 宙 .这 个 输出 的 数据 出 现在 带 
子 上 表示 整数 的 数据 之 后 ,二 者 隔 一 空格 . 假设 输入 的 整数 这 样 排列 ,使 得 
读 写 头 从 它 的 第 一 个 数字 开始 自 左 向 右 地 视 读 . 

在 下 囊 所 列 程 序 中 ,b 表示 空格 ,中 表示 向 右 视 下 下 一 个 格 带 .更 复杂 
的 释 序 可 能 会 出 现 向 左 的 移动 . 
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数学 ， 产 药 黄 金 时 代 


条件 -动作 
状态 输入 输出 状态 移动 
! | 1 2 Fi 
1 四 看 3 RR 
2 1 1 1 Rn 
2 由 b 4 加 
| 3 - 1 H - 
| 4 - 0 H - 


下 图 逐步 列 出 输入 数据 区 在 带子 FF 即 111) 的 程序 动作 .第 号 指示 十 被 
寓 读 的 烙 骨 ,图 中 同时 标 出 了 读 写 闫 的 限时 状态 . 


由 1 状态 1 


a TT TTT ws 
TT ToT 


! 你 也 许 会 愿意 自己 来 试 试 , 列 出 输入 一 ,二 个 其 他 数据 的 程序 动作 ,或 


| 者 编写 出 热 行 其 他 简单 任务 的 程序 ,例如 用 上 述 方式 表示 的 两 个 正 整 数 的 
加 法 各 库 ， 
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可 计算 集 


对 于 解决 希 尔 伯 特 第 二 问题 来 说 ,一 个 关键 的 概念 是 整数 的 可 
计算 集 (computable set). 所 谓 可 计 工 集 是 指 一 个 整数 的 集合 5, 对 十 
这 个 集合 来 说 ,存在 着 能 送 定 一 个 数 是 否 属 于 $ 的 机 械 化 (或 算法 
化 ) 方 法 .用 图 林 机 的 术语 来 说 ,一 个 整数 集 被 称 为 可 计算 的 ,和 如果 存 
在 着 一 个 图 林 机 程序 ,按照 此 程序 , 当 给 定 任 一 整数 作为 给 入 后 ,者 
该 整数 属于 5S, 那么 机 器 将 输出 数据 1 并 进入 停止 状态 ,者 该 整数 不 
属于 S, 则 机 器 将 输出 数据 0 并 进入 停 上 妆 态 .例如 ,所 有 偶数 的 集 
人 台 $ 是 可 计算 集 .框图 B 所 列 程序 可 以 完成 必要 的 运算 .( 这 程序 实 
际 上 只 能 处 理 正和 整数 情形 .为 了 允许 出 现 负 数 的 情形 , 则 需要 对 正 抽 
数 的 编码 作出 某 种 规定 ,例如 以 第 一 个 符号 表示 正 负 叶 . 作为 练习 ， 
你 不 妨 可 以 试 试 修改 一 下 框图 如 中 所 给 的 程序 ,以 便 能 够 处 理 j- 述 
更 - 般 的 情形 . ) 

注意 在 上 述 可 计算 集 的 定义 中 ,对 于 每 次 输入 ,图 林 机 程序 都 会 
产生 一 个 结果 它 决 不 会 进入 无 限 的 循环 或 开始 对 某 种 根本 不 存 
在 的 数据 进行 无 休止 的 搜索 ,而 这 样 的 情况 在 实际 的 计算 机 上 用 实 
际 程序 进行 计算 时 是 常会 发 生 的 .一 个 允许 有 这 种 无尽 计算 ”的 逻 
弱 的 概念 是 所 谓 整 数 的 可 列举 集 (listable set 儿 数学 家 们 称 之 为 递 站 
可 数 集 {recursively enumerable set) .用 图 林 机 的 术语 来 说 ,一 个 整数 
集 $ 被 称 为 可 列举 的 ,如 果 存 在 着 一 个 图 林 机 程序 ,按照 此 程序 ,者 
给 定 任 一 整数 作为 输入 后 ,当月 仅 当 该 整数 属于 5 时 ,机 器 输出 数 
据 1 并 进入 停止 状态 . 当 输 入 整数 不 属于 $ 时 ,机 器 可 能 输出 数据 0 
并 进入 停止 状态 ,也 可 能 根本 不 停止 .这 样 , 当 你 用 该 程序 对 给 定 的 
输入 整数 六 进行 计算 时 ,如 果 刚 好 NY 是 5 的 元 素 ,那么 此 程序 最 狼 
将 会 帮 你 得 到 这 -结论 ,但 如 果 NN 不 是 5 的 元 素 ,那么 你 可 能 永远 
也 不 会 得 到 这 样 的 结论 一 一 计算 可 能 会 永远 不 停 地 进行 下 去 ,尽管 
你 决 不 相信 它 不 会 停止 , 因此 ,这 是 一 种 非常 片面 的 形势 . 
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正如 你 可 以 想 每 的 那样 ,可 汗 算 集 与 可 列举 集 这 两 个 概念 之 间 
存在 着 密切 的 关系 .一 个 整数 集 是 可 计算 集 , 当 且 仅 当 8 和 S 都 是 
种 列 举 集 ,这 里 5 基 3S 的 补 全 ( 即 所 有 不 属于 3 的 整数 的 集合 ). 这 

-点 很 容易 证 明 . 如 果 S 是 可 计算 集 ,那么 任何 可 以 检验 3 的 可 计 
算 性 的 程序 中 电 将 能 用 来 检验 5 的 可 列举 性 ,而 为 了 得 到 一 个 能 证 
明 S 是 可 列举 集 的 程序 ,只 要 歌 上 述 的 程序 P, 并 将 其 最 后 … 步 中 
的 输出 0 改 为 1, 输出 1 改 为 0 就 行 了 .反之 ,如 果 S 和 5 都 是 可 列 
举 集 ,那么 为 了 得 到 一 个 能 证 明 $ 是 可 计算 集 的 程序 ,做 法 如 下 : 设 
P 和 分别 为 给 出 S$ 和 3 的 可 列举 性 的 程序 .如 果 有 两 台 图 林 柄 ， 
其 中 … 侣 执行 程序 P, 男 一 台 执 行程 序 0 , 当 你 向 时 将 给 定 整 数 六 
输入 这 两 台 机 器 , 若 NY 属于 S, 则 程序 P 最 终 将 输出 1 并 进入 停止 
状态 ,而 苦 w 属于 35, 那么 程序 0 最 终 将 输出 1 并 进入 停止 状态 . 因 
此 这 两 台 机 器 合 在 … 起 就 可 以 给 出 -种 机 械 化 方法 ,来 判定 一 个 给 
定 的 整数 是 否 属 于 $., 这 在 直观 上 已 经 说 明了 5 是 可 计算 集 , 为 了 
根据 定义 米 精 确 地 证 明 这 一 点 ,必须 构造 出 一 个 能 同时 完成 程序 P 
和 如 的 任务 的 图 林 机 程序 .一 个 显而易见 的 做 法 是 编写 一 个 程序 


丸 . 它 将 对 给 定 的 整数 输入 轮流 地 执行 P 和 & 比如 说 各 走 100 步 )，. 


直到 其 中 的 … 个 输出 数据 1 并 进入 停止 状态 . 如果 是 P 做 至 了 这 一 
上 ,就 确定 R 输出 1 并 进入 停止 状态 ,如 果 是 旭 先 做 到 这 一 点 ,就 确 
在 民 输 出 0 并 进入 停止 状态 .显然 ,程序 尺 就 验证 了 8S 的 可 计算 性 、 
以 上 是 关于 可 计算 集 与 可 列举 集 的 相互 关系 所 能 得 到 的 最 好 结 
果 了 .这 两 个 概念 肯定 是 不 一 样 的 .每 个 可 计算 集 当 然 也 是 可 列举 
集 , 但 却 存 在 着 非 可 计算 集 的 可 列举 集 , 为 了 构造 这 种 集合 的 例子 ， 
需要 引进 “ 道 用 (universal) 图 林 机 的 概念 一 一 即 可 以 模拟 任意 图 林 
机 程序 的 图 林 机 程序 .图 林 证 明了 这 样 的 程序 是 可 以 编 出 来 的 . 音 然 
构造 这 种 程 拳 的 具 性 细节 技术 性 很 强 ,但 其 基本 思想 却 很 简单 . 首先 
列 出 所 有 的 图 林 机 程序 : P,,Pz, P;,…. 通 用 程序 执行 如 下 :首先 在 
机 带 上 输入 一 个 自然 数 六 ,只 要 通用 程序 读 到 N ,接着 就 执行 程序 
Px 在 NW 之 后 所 需要 的 任何 数据 都 可 在 带 上 找到 ). 
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现在 我 们 就 来 构造 -个 非 可 计算 集 的 可 列举 集 S. 设 $ 是 所 有 这 
祥 的 自然 数 N 的 集合 ,使 得 程序 Py 对 输入 NN 执行 结果 是 输出 1 并 进 
入 停止 状态 {此 处 Pi ,P,Pa,… 是 为 了 得 到 上 述 通用 图 林 机 程序 而 如 
出 的 所 有 的 图 条 机 程序 ). 用 通用 图 林 机 程序 很 容易 证 明 8 是 可 列举 
集 :只 要 在 通用 程序 开头 前 地 方 加 [- -个 小 程序 :在 机 带 . 上 输入 一 : 任 
意 整 数 并 重复 - -次 ,然后 让 读 写 头 从 这 两 个 重复 数据 的 第 -一 个 开始 视 
读 . (自己 检验 一 下 证 明 过 程 对 读者 来 说 是 一 个 很 好 的 练习 .) 

为 了 证 明 5 是 非 可 计算 集 , 我 们 假设 结论 相反 , 即 9 是 可 计算 
集 . 那 么 如 前 所 述 ,5 将 是 可 列举 集 , 估 此 就 存在 着 一 个 可 以 证 明 这 
事实 的 程序 .这 个 程序 必定 出 现在 所 有 程序 组 成 的 表 Pl, P,P3,… 
中 ,比如 是 Pi .上 或 者 属 二 S$, 或 者 不 属于 $, 者 必 届 其 一 . 如果 上 
局 丁 $, 风 上 不 属于 5, 因 为 P.“ 麟 举 "5, 克 从 上 出 发 Pi 不 可 能 得 到 
输出 1 并 进入 停止 状态 的 外 果 . 因 此 上 不 满足 定义 弛 的 茶 件 ,也 就 是 
说 不 属于 5. 这 样 ,如 果冻 属于 5, 则 可 推出 它 不 属于 $1! 另 -方面 . 
如 果 我 们 假设 上 不 属于 3, 则 会 发 生 什 么 情况 呢 ? 这 时 天 必 以 于 $， 
故 对 上 ,天 将 最 终 输 出 1 并 进入 停止 状态 ,村 是 天 满足 3 的 定义 条 
御 , 这 就 是 说 天 属 于 85. 这 样 ,如 果 开 不 属于 5, 则 可 推出 它 属于 $1 
{对 于 超 者 来 说 ,这 种 情况 似曾相识 .请 参 网 第 2 章 , 特 别 是 罗素 惊 论 
和 康 托 定理 的 证 明 . ) 这 样 我 们 就 得 出 了 一 个 矛盾 ,唯一 正确 的 结论 
是 :5S 不 是 可 计算 集 ,正如 -开始 所 假设 的 那样 . 

有 了 最 后 的 这 个 结果 ,我 们 现在 可 以 来 介绍 希 尔 伯 特 第 十 问题 
的 解 了 . 


希 尔 伯 特 第 十 问题 


和 希 尔 们 特 实 际 上 并 没有 直截了当 地 问 是 否 存 在 可 判定 已 给 丢 竺 
图 方程 有 漫 有 解 的 算法 .他 的 问题 是 昌 求 构造 这 样 的 一 种 算法 . 以 下 
的 话 是 引 白 他 本 人 的 演说 : 
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“给 定 了 一 个 有 任意 个 未 知 数 的 、 系 数 为 有 理 整 数 的 丢 普 图 
方程 , 试 设计 一 种 方法 ,根据 这 种 方法 可 以 通过 有 限 步 运 算 来 判 
别 该 方程 是 否 有 有 理 整 数 解 .” 


另 一 方面 ,他 在 其 演讲 的 其 他 地 方 说 道 { 关 于 一 般 的 问题 ): 


“有 时 会 碰 到 这 样 的 情况 :我 们 是 在 不 充分 的 前 提 下 或 不 正 
确 的 意义 上 寻求 问题 的 解答 ,因此 不 能 获得 成 功 . 于 是 就 会 产生 
这 样 的 任务 ;证 羽 在 所 给 的 前 提 和 所 考虑 的 意义 下 原来 的 问题 
是 不 可 能 解决 的 .” 


对 于 希 尔 伯 特 第 十 问题 来 说 ,情况 正 是 如 此 . 马 蒂 雅 舍 维 奇 在 1970 
年 恰 怡 证 明了 希 尔 伯 特 要 求 的 算法 并 不 存在 . 

这 方面 第 :一 个 认真 的 尝试 是 由 戴 维 斯 (Martin Davis) 在 1950 年 
进行 的 ,他 的 方法 是 这 样 的 {如 果 觉 得 难 懂 ,可 参看 后 面 的 例子 ): 证 
明 对 每 个 可 列举 集 §S, 都 有 一 个 相应 的 整 系数 多 项 式 Polx ,yi1,Y2， 
… ,7 ) ,使 得 正 整 数 下 属于 S3 当 且 仅 当 丢 盔 图 方程 

Pslk ,yy2" sa) =0 
有 一 个 解 . (Ps 的 次 数 和 它 所 含有 的 变 元 个 数 并 不 重要 . 当 这 问题 最 
终 按 戴 维 斯 记 建 议 的 思路 被 解决 后 ,人 们 发 现 Ps 的 次 数 不 必 大 于 
4, 而 nn 不 必 大 于 14.) 

例如 设 $ 是 所 有 这 样 的 正 整 数 的 集合 ,它们 不 能 对 某 个 表示 

成 4 +2 的 形式 , 这样 
S=11,3,4,5,7,8,9,11,.…|. 
实际 上 5 正好 是 所 有 能 表示 成 平方 差 形式 的 整数 集 ( 妈 所 有 形 如 
az 一 3 的 数 集 ) .这样 
i=1-,， 3=2—1:, 4=2:-,， 5=3-2, 
但 却 林 存在 数 a 和 和 5 使 得 
= a*:—b:. 
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一 般 竟 证明 可 以 进行 如 下 :如 果 属于 5, 则 它 必 可 表 成 下 列 形 
式 之 . :445+1 或 48+3. 在 第 -种 情形 和 


在 其 他 是 种 情形 则 有 

[人 -人 
另 - 方面 ,每 项 池 方 或 者 是 4 的 倍数 ,或 者 是 4 的 倍数 加 1, 这 上 也 妃 
于 它 完 竟 是 偶数 的 平壤 还 是 奇数 的 平方 . 西 此 两 个 平方 的 莽 决 不 可 
能 是 4 的 倍数 加 2, 因 此 不 属于 $ 的 数 不 可 能 表示 成 两 个 平方 的 差 . 

现在 假如 我 们 把 集合 S( 量 然 是 可 列举 集 ) 上 与 多 项 式 

PsCxs yi y2)= YT ya— x 
联系 起 来 .那么 不 难 验证 :--- 个 正 整 数 主 户 于 5S 的 充 要 条 件 是 丢 策 
图 方程 

Psytk,Yy,,Y2) =0 
月 解 ;也 就 是 说 当 且 仅 当 方程 
?一 和 一 下 = 
当然 ,上 述 策 子 之 所 以 成 立 , 是 因为 已 经 提 到 的 5 的 特殊 性 质 . 

戴 维 斯 想 做 的 事情 是 使 每 一 个 可 列举 集 $ 都 与 某 个 适当 的 多 项 式 
Ps 相 联 系 .由 此 可 以 推出 希 尔 伯 特 第 十 问题 所 要 求 的 那 类 算法 并 不 
存在 .为 了 汪 明 这 一 -点 ,我 们 假设 结论 相反 , 即 存 在 着 这 样 的 算法 . 设 
3 是 在 上 节 中 所 构造 的 非 可 计算 性 的 可 列举 整数 集 , 根据 我 们 的 假 
证 ,存在 着 能 判定 于 着 图 方程 可 解 性 的 算法 ,二 迎 必 有 -一 个 图 林 机 程 
序 上 ,车 闫 亚 图 方程 

Ps(h ,yyy2", Yn) =0 
有 和 解 , 则 它 对 输入 上 运算 的 结果 是 输出 1 并 进入 停 正 状态 ;而 车 上 
述 于 副 图 方程 无 解 , 则 有 对 输入 运算 的 结果 是 输出 0 并 进入 停 小 
状态 ,但 由 于 5 和 Ps 之 间 的 关系 ,HH 就 验证 了 是 可 计算 集 ,这 与 
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3 的 选 定 相 矛盾 ,因此 这 样 的 程序 五 不 可 能 存在 . 换 凶 话 洲 ,不 存在 


希 尔 们 特 所 要 求 的 那 种 算法 . 

遗憾 的 是 ,尽管 这 一 方法 原则 上 可 行 ,但 载 维 斯 却 没 有 能 证 明 这 
样 的 和 多项式 P; 一 定 存在 .后 来 发 现 解 决 问题 的 铅 融 包含 在 由 朱 莉 
亚 '" 轴 富 吉 (Jaulia Robinson) 开 创 的 - : 些 工 作 中 ., 罗 宾 进 研 究 了 那些 可 
以 用 天 一 图 方程 来 定义 的 集合 ,并 且 发 展 了 各 种 技巧 来 姓 理 其 解 按 
指数 形式 增长 的 方程 . 1960 年 她 与 戴 维 斯 和 普 特 南 (Hilary Putnam) 
合作 ,证 明了 :只 要 能 够 找到 -个 丢 丰 图 方程 ,其 解 存 -- 定 的 意义 上 
呈现 指数 式 增 长 ,那么 就 可 以 按 载 维 斯 设想 的 方式 用 技 番 图 方程 来 
刻 划 每 -个 可 列举 集 , 因 此 就 解 符 了 希 尔 们 特 第 二 问题 -但 他 们 也 并 
本 能 找到 这 样 的 . :个 方程 ,因而 长 期 停 汪 不 前 . 直到 十 年 以 后 , 尤 里 ， 
与 划 雅 舍 维 奇 终 于 奏 响 了 凯歌 , 马 蒂 雅 舍 维 奇 成 功 的 她 方 , 正 是 三 位 
美国 数学 家 失 败 之 处 .他 的 工作 利用 了 - -个 著名 的 数列 ,这 数列 来 源 
于 一 个 12 世纪 前 .与 兔子 有 关 的 数学 问题 . 


斐 波 那 契 的 兔子 与 马 落 雅 含 维 奇 的 解答 


1202 年 ,意大利 数学 家 ,人 比 芯 的 列 各 纳 多 {Leonardo) 出 版 了 他 的 
著 在 《算盘 书 罗 Liber Abaci)( 该 书 以 “ 斐 波 那 契 ” Fibonacei 的 名 
区 出 版 ,Fibonacci 源 于 拉丁 文 和 ius Bonacci, 意 思 是 “Bonacei 的 几 
子 ”), 这 是 -- 部 有 影响 的 著作 , 它 将 印度 - 阿拉伯 十 进 数 系 引 进 了 西 
欧 .该 书 讨论 的 问题 中 有 -- 个 是 这 样 的 : 


菜 人 在 一 处 有 黑 墙 的 地 方 莽 了 一 对 免 子 . 问 这 对 免 子 在 一 
年 的 时 间 内 总 共生 育 了 多 少 对 免 子 ”假定 每 对 兔子 每 个 月 生育 
一 对 免 子 ,新 锡 从 第 二 个 月 开始 生育 . 


这 旦 假定 了 :最 初 的 一 对 侈 子 经 过 一 个 上 月 后 才 开 始 生育 ; 免 群 中 
没有 死亡 :每 对 但 子 有 规则 地 连续 生育 .不 难看 出 , 按 月 份 列 出 的 成 
3 
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第 5 齐 “ 首 尔 伯 特 和 于 问题 


年 免 子 数 形 志 如 下 数列 : 
1,1,2.3,5.8,13 ,21,34,…-， 
这 个 数列 产生 的 规则 很 简单 , 即 开 头 两 个 数 1 以 后 的 每 个 数 都 是 由 
在 脐 面 的 两 个 数 相 加 于 得 .这样 ,2= 1]1+[,3=]+2,5=2+3,8=3+ 
i144: 5, 等 等 . 

后 来 人 们 发 现 这 个 简单 的 数列 本 身 基 有 某 些 有 趣 的 性 质 , 同 时 
还 有 - - 些 惊 人 的 应 用 .( 例 如 在 计算 机 数据 库 理 论 中 ,在 欧 儿 里 得 算 
法 的 计算 有 效 性 研究 中 都 用 到 了 这 一 数列 .) 就 希 尔 位 特 第 十 问题 而 
言 , 斐 波 那 夏 数列 的 重要 性 基 在 于 这 样 的 事实 , 即 它 呈现 出 指数 式 增 
长 .数列 中 的 第 5 个 数 近似 等 于 


《nm 越 大 , 通 近 度 越 高 , ) 这 就 是 说 ,利用 前 面 提 到 的 戴 维 斯 - 罗 宾 进 
一 普 特 南 的 结果 ,为 了 解决 希 尔 伯 特 第 十 问题 ,只 要 能 找到 一 个 丢 普 
图 方程 ,其 解 与 非 波 那 契 数 适 当 相 关 就 行 .这 正 是 号 蒂 雅 售 维 奇 所 做 
的 事情 . 为 了 得 到 他 记 发 班 的 琶 逢 图 方程 ,读者 可 以 从 下 列 的 十 个 才 
项 式 方 程 开始 : 

下 二 如 一 上 一 稼 = 人 习 ， 

ti—2r-2a-1=0, 

-ks-1l=0, 

sg- b=0, 

gg:- gh-h-1i=0, 

m-c(l2h+e)}-3=0, 

了 一 在 一 了 一 人 

#2 may + y+—1=0, 

{d-l)i+t+u-x-1=0, 

x~-v- (2 +g)(t -1)=0. 
在 这 些 方程 中 ww 和 w 的 值 有 如 下 的 关系 : 即 » 是 第 24 个 斐 波 那 疤 
数 , 这 就 足以 满足 戴 维 斯 - 罗宾逊 - 普 特 南 结果 的 要 求 了 . 现在 你 只 
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要 简单 地 糙 这 十 个 方程 每 :个 都 进行 平方 并 把 它们 加 在 - :起 得 出 - 
个 大 方程 来 ,这 个 方程 就 是 解决 希 尔 伯 特 第 十 癌 题 所 需要 的 方程 . 当 
然 你 还 可 以 得 到 更 多 的 东西 . 

从 和 希 甩 们 特 问 题 来 看 , 戴 维 期 - 罗宾逊 - 普 特 南 - 马 蒂 雅 舍 维 
奇 给 出 的 是 否 算 的 解答 : 它 让 明了 所 要 求 的 算法 并 不 存在 .但 实际 上 
这 却 是 -个 非常 骨 征 的 数学 颖 于 .根据 这 一 结果 ,等 一 个 可 列举 整数 
集 前 可 以 用 -个 竺 曾 图 方程 来 刻 划 : 如 果 8$ 是 一 个 咋 列举 集 , 则 必 
有 一 个 整 系数 多 项 式 P(x ,Yi,yY3，… ,Yn) ,使 得 数 上 属于 S 的 充 昌 
条 件 是 五 希 图 方程 


Prviy2 ye) =0 
有 和 解 ， 

例如 ,素数 集 是 一 个 可 列举 集 . (事实 上 它 是 一 个 可 计算 集 ,编写 
一 个 可 以 进行 素 尾 检验 的 计算 机 程序 并 不 困难 ,虽然 正如 第 1 章 中 
所 指出 的 那样 ,要 编写 -个 有 效 的 素性 检验 程序 却 不 那么 容易 .) 因 
此 素数 集 可 以 用 一 个 竺 番 图 方程 来 描述 .运用 一 点 代数 技巧 就 可 以 
证 明 ; 存 在 着 -… 个 多 项 式 Ptr ,…,x4), 其 正 值 ( 当 变 元 x1,…,xs 取 
忆 所 有 的 整数 ) 怡 好 是 素数 全 体 . 此 结果 解 快 了 -个 长 期 县 而 未 决 的 
难题 , 即 素数 是 理 叮 以 镍 为 多 项 式 国 数 的 值 来 得 到 .( 虽 然 要 注意 并 
不 是 这 盯 数 的 所 有 取 值 都 是 素数 一 一 它 同时 还 产生 负 值 ,这 些 负 什 
可 能 是 也 可 能 不 是 负 素 数 .不 过 其 正 值 包 括 了 所 有 的 素数 , 提 时 也 不 
可 能 出 现 其 他 的 正 值 . ) 

遗 考 的 是 , 蕊 蒂 雅 舍 维 背 的 结果 只 是 说 明 这 样 的 素数 生成 多 项 
式 一 定 存 在 . 它 并 没有 指出 怎样 具体 构造 这 样 的 多 项 式 .经 过 大 量 艰 
巨 的 努力 ,和 芒 斯 (James Jones). 萨 托 (Daihachiro Sato)、 瑟 达 (Hideo 
Wada) 和 威 恩 斯 (Douglas Wiens) 等 人 终于 存 1977 年 找到 了 .个 这 样 
的 多 项 式 . 这 是 一 个 有 26 个 襟 元 的 25 次 多 项 式 : 

(FR+2)i1- [w+h+i- a] 
— [lgk+2g+ k+l)(h+ri)+h-zl] 
- [2n+p+9g+2—e]” 
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— [16Ck + 1k+ 2 Cn +t 1 +1- FP 
— [etet+t2)(a+rl) +1i- oJ] 
—-[{(a*—1)y?+1 -x -ll6r ya -1)+1- uF 
[146] —[(Catutu a) -1)(n+t+4dy) +1- (x+cu)] 
- [r+i+v—y]- [Ca 1)R+1—m] 
一 [本 十 不 十 二 十 了 一 了 | 
[otille-n-l)+pb{i2an+2a -nn7-2n-2)- ml? 
—-[g+r(a-p- +s{2ap +2a -pi -2p -2)- 1 
—- [s+tpita-p}+i(2ap — p21)- pm|]?|. 
(请 注意 -- 个 表面 的 停 论 :该 式 看 来 可 以 分 解 成 两 个 因子 .实际 的 情 
癌 蚌 :只 有 当 因 子 丰 + 2 为 素数 而 第 二 个 因子 等 于 1 时 ,该 式 刚好 产 
生 正 值 . ) 
-个 漂亮 的 肯定 结果 ,我 们 最 好 是 以 它 作 为 本 章 的 结束 吧 ! 
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from Hilbert Problems (American Mathematica] Society ,1974) ,丛书 “Proceedings of 
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计算 机 数学 时 代 来 临 


1976 年 . 仍 利 诺 大 学 的 两 位 数学 家 , 阿 倍 尔 (Kenneth Appel) 和 
台 上 (Welfgang Haken). 富 布 化 们 解决 了 -一 个 已经 有 整整 一 个 世纪 
历史 的 、 与 地 图 着 色 有 关 的 问题 ,他 们 说 他 科 证 明了 四 色 猜 想 (four- 
colour conjeclure》. 这 本 身 就 是 一 件 值得 报导 的 新 闻 . 站 色 间 题 叮 能 
星 仪 次 于 费 蕊 最 后 定理 (参见 第 8 章 ) 的 最 著名 的 未 解决 数学 问题 
了 .然而 对 数学 家 们 来 说 ,整个 事情 最 有 戏剧 性 的 方面 是 在 十 证 明 该 
问题 的 方法 .两 位 数学 家 的 论证 有 很 天 部 分 并 且 是 关键 的 部 分 是 由 
计算 机 完成 的 ,其 中 用 到 的 -一 些 概 念 本 身 就 是 计算 机 证 明 的 产物 .证 
明 过 程 所 需 的 计算 量 如 此 [大 , 对 它 进行 逐步 检验 已 非 数 学 家 人 力 
所 皮 .这 就 意味 着 整个 “数学 证 明 ” 的 概念 发 乍 了 突变 .自从 50 年代 
初 电子 计算 机 发 展 以 来 一 直 在 酝 陵 着 的 事情 签 于 发 生 了 :计算 机 从 
数学 家 手中 接 过 了 从 事 真 正 的 数学 证 明 的 重任 ， 

在 此 之 前 ,大 们 始终 把 证 明 看 人 必 是 一 种 逻辑 上 严密 可 车 的 推理 
过 程 ,借助 于 这 样 的 推理 ,数学 家 就 可 以 使 其 他 人 相信 和 基 个 判断 的 真 
实 性 .- :个 数学 家 在 看 机 一 个 证 明 以 后 ,就 会 对 所 论 命题 的 真实 性 深 
伟 不 疑 .同时 也 就 会 岸 然 理解 确保 这 种 真实 性 的 推理 .事实 上 , 一 个 
证 明之 所 以 成 为 证 上 明 ,恰恰 是 内 为 它 提 人 殿 了 这 样 -- 些 推理 . 

上 述 关 于 证 明 的 简单 观点 ,对 于 像 单 群 分 类 定理 (在 第 5 章 中 作 
了 介绍 ) 这 样 模 为 钨 长 的 证 明 可 能 需要 作 适 当 的 引 审 ,因为 普通 的 数 
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学 家 在 阅读 --- 个 写 满 两 大 卷 开 百 页 纸 的 还 明 时 , 道 常 会 计 许多 的 
组 节 . 但 这 实际 上 只 不 过 是 一 种 省 劲 的 人 敏 法 而 已 .既然 相信 和 别人 已 对 
证 明 前 各 部 分 作 过 检验 ,忙碌 的 数学 家 就 没有 必要 再 重复 检查 每 一 
步 细节 .这 样 的 证 明 仍 然 上 只 是 单纯 的 人 腑 劳动 产品 . 虽然 单 群 分 类 定 
理 的 证 明 有 一 前 分 也 用 到 了 计算 机 ,但 它们 所 得 到 的 结果 全 郁 可 以 
用 人 工 来 验证 .计算 机 在 这 里 并 没有 起 “实质 性 "作用 . 
然而 在 四 色 和 猜想 的 证 明 中 ,计算 机 的 使 用 却 绝 对 起 了 实质 性 作 
用 一 一 整个 证 明 直 接 依赖 于 计算 机 .为 了 接受 这 个 证 明 , 你 必须 相信 
所 用 的 计算 机 程序 确实 做 了 其 作者 所 说 的 事情 . 当 阿 倍 尔 和 哈 肯 将 
他 们 的 证 明 交 给 情 利 计数 学 杂志 发 表 时 ,编者 作 了 这 样 的 安排 :让 人 
在 另 一 台 机 器 上 用 独立 编制 的 计算 机 程序 米 愉 验证 明 的 计算 机 部 
分 ! 因此 这 个 让 明 的 关键 部 分 对 人 们 来 说 依然 是 藏 而 不 见 的 . 
许多 数学 家 最 初 都 发 出 了 怀疑 的 声音 .有 有 人 批评 道 :“ 整 个 过 程 
主要 是 利用 了 计算 机 获得 的 结果 ,而 这 些 结果 从 本 质 上 来 说 又 不 能 
经 受 人 工 检验 ,这 样 的 过 程 是 不 能 被 看 作为 数学 证 明 的 . "对 这 些 人 
来 说 ,四 色 问 题 仍然 基 而 未 淆 .事实 上 ,能 不 能 找到 -个 “标准 "证 明 
的 问题 至 今 没有 解决 . 面 对 着 繁杂 不 堪 的 计算 ,即使 是 计算 机 证 明 的 
支持 者 也 不 得 不 承认 上 反对 意 态 并 非 完全 没有 道理 . 迄 止 本 书写 作 之 
时 ,也 就 是 在 首次 宣布 证 明 四 色 定 理 十 多 年 后 的 邻 天, 人们 还 不 时 昕 
到 这 样 的 传闻 ,说 是 在 计算 机 程序 中 已 发 现 有 ~ 个 重要 错误 ,原先 的 
证 明 将 不 能 成 立 .但 总 的 说 来 , 随 着 时 间 的 推移 和 计算 机 在 社会 中 日 
趋 增长 的 应 用 ,拒绝 接受 四 色 定 理 计 算 机 证 明 芍 数学 家 人 数 已 在 逐 
渐 减 少 ,大 多 数 人 现在 认识 到 :计算 机 的 出 现 不 仅 大 大 地 改变 了 数学 
研究 的 方式 ,而且 从 根本 上 改变 着 证 明 概 念 本 上身 .对 产生 * 证 明 "的 计 
算 机 程序 的 检查 ,现在 应 该 被 允许 看 作 是 -- 种 有 效 的 数学 证 明 . 
那么 ,这 个 对 数学 的 本 质 有 如 此 深刻 影响 的 阿 题 究竟 是 什么 呢 ? 
[lu9j 故事 得 从 头 说 起 , 那 正好 是 第 … 台 高 用 计算 机 问世 前 一 -百年 的 事情 ， 
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古色 利 的 问题 


1852 年 10 月 的 一 天 , 财 从 伦 就 大 学 学 院 毕 业 不 久 的 青年 数学 
家 弗 兰 西 斯 .古色 利 (Franeis Guthrie, 此 人 后 来 成 为 好 望 第 南非 大 学 
数学 教授 ?正在 为 一 张 英国 地 图 着 色 . 他 当时 发 现 , 为 了 给 任何 一 张 [150] 
地 图 {平面 图 ) 着 色 并 使 其 满足 一 个 很 自然 的 要 求 , 即 任意 两 个 其 有 
公共 边界 线 的 区 域 (国家 、 其 城 等 等 ;着 色 不 同 ,似乎 最 多 只 需要 四 种 
颜色 就 能 了 ( 见 图 31). 占 色 利 木 能 证 明 这 -一 事实 ,于 是 便 写 信 把 这 
问题 告诉 他 的 弟弟 弗 雷 德里 克 (Frederick ) ,后 者 当时 仍 在 大 学 学 院 
学 习 物 理 . 弗 雷 德里 克 又 转 而 向 他 的 数学 老师 ,杰出 的 英国 数学 家 逢 


图 31 美国 地 图 .用 四 种 颜色 就 能 给 图 中 所 有 的 州 着 色 , 并 使 得 任 
何 两 个 有 公共 边界 的 州 着 色 不 同 .这 样 科 罗拉 多 州 与 新 内 西 哥 州 ( 例 
如 }) 必 须 着 色 不 向 ,虽然 科 罗 拉 少 州 与 亚 利 全 那州 可 以 着 色相 同 , 因 
为 它们 只 有 一 个 公共 点 .在 数学 上 , 像 密 西根 州 这 样 由 两 个 分 离 部 分 
组 成 的 州 ,必须 被 看 成 是 两 个 不 同 的 区 域 . 你 应 该 能 毫 无 困难 地 证 
明 :这 张 地 图 不 可 能 只 用 一 种 若 色 来 着 色 ( 在 上 述 特定 的 意义 下 ). 
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* 麻 尔 根 (4&Augustns de Worgan ) 请 教 ， 

像 强 兰 旺 斯 - 占 色 利 - 样 , 德 -摩尔 
根 很 容易 就 证 明了 至 少 需 要 四 种 闫 色 
《 即 存 在 有 这 样 -- 些 地 图 ,对 它们 着 色 只 
用 三 种 闸 色 是 不 够 的 , 见 图 32). 他 同时 
还 证 骨 了 (参见 下 文 ): 对 于 革 个 国家 来 
说 ,下 可 能 出 现 这 样 的 情况 , 即 它们 中 每 
一 :个 都 同时 与 其 他 四 个 相 倒 ,这 个 事实 
年 和 似乎 草 含 了 四 色 定 理 , 但 正如 德 ' 摩 
条 根本 人 大 概 已 有 所 认识 那样 ,实际 上 ”图 如 三 种 颜色 木 铝 . 为 了 
恨 本 不 是 这 么 加 事 { 见 图 33). {站 色 和 猜想 给 所 示 的 地 图 着 色 , 合 其 中 
从 1852 年 首次 提出 ,到 1976 年 最 终 获 证 ， “任意 两 个 相 邻 国家 都 色 不 
其 间 出 现 的 许多 错误 “证 明 ” ,都 是 基于 同 ,你 必须 用 四 种 个 癌 的 部 
这 一 实际 上 并 不 成 立 的 绕 含 关系 .事实 。 色 答 BCD 四国 上 名 ， 
上 玫 兰 西 斯 -上 右 色 利 本 人 有 -个 时 期 好 像 也 陶 入 了 这 口 陷 叶 .2 


~ 


图 防 ”-- 个 轩 误 论证 的 示意 图 . 许 儿 人 曾 弃 以 为 :因为 任何 地 图 都 不 
允许 有 这 样 的 构 形 ,其 中 五 个 国家 每 一 个 都 与 其 他 四 个 相 分 ,所 以 用 
由 种 颜色 就 足以 给 地 图 着 色 . 这 种 蕴 舍 关系 实际 上 并 不 上 成立. 在 所 示 
地 图 中 ,不 存在 这 样 的 构 形 ,其 中 四 个 国家 每 - -个 都 与 其 他 三 个 相 邻 ， 
然而 这 张 地 图 整个 来 说 却 不 能 只 用 三 种 颜色 来 着 色 ,因此 给 - 张 地 图 
着 色 所 壳 的 颜色 科 数 与 图 中 相互 哗 邻 国家 的 最 大 个 数 并 不 恒 等 . 
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德 : 摩 尔 想 示 能 解决 这 个 问题 ,区 把 它 转 提 给 自己 的 学 生 和 其 他 
数学 家 (其 中 包括 四 元 数 的 发 明 人 人 ,都 析 林 三 -学 院 的 哈密 融 图 十 
{Sir William Hamilton 瑚 见 第 3 章 ), 同 时 称赞 了 提出 这 个 问题 的 
十 色 利 .但 总 的 来 说 这 问题 在 当时 并 没有 引起 很 大 的 兴趣 ,直到 
1878 年 6 月 13 日 ,美国 数学 家 项 莱 (Arthur Cayley) 在 伦敦 数学 会 会 
员 集 会 上 洒 众 发 同 是 否 有 大 能 证 明锐 色 猜 想 .({ 烙 全 的 问题 后 来 发 表 
在 伦 就 数学 会 文集 上 ,成 为 最早 提 到 四 色 问 题 的 印刷 资料 . ) 此 举 手 
响 了 攻克 四 色 问 题 的 战鼓 . 


地 图 ,网络 与 拓扑 


任何 人 如 果 想 要 证 明 四 色 猜 想 ,他 所 面临 的 第 一 个 主要 的 困难 
就 是 问题 涉及 所 有 的 地 图 一 一 不 仅 是 全 进 界 所 有 地 轩 集 中 的 所 有 地 
图 ,而且 包括 所 有 可 以 想象 的 地 图 ,上 上 耐 有 上 百 万 个 (甚至 更 多 ) 形 
状 .大 小 各 异 的 国家 .只 知道 有 茶 些 特殊 的 地 图 可 以 用 四 种 郑 色 着 色 
对 你 并 没有 什么 玫 助 .你 需要 给 出 一 种 对 所 有 情形 都 适用 的 证 明 . 这 
意味 着 可 以 稍 用 的 条 人 特 很 少 .那么 究竟 从 何 入 手 呢 ? 眼下 最 明智 的 
办 法 还 是 让 我 们 先 弄 清楚 问题 包含 着 哪些 可 以 肯定 的 东西 . 

为 了 讨论 古色 利 问题 ， 我 们 将 “地 图 ”定义 成 平面 上 任意 多 个 
区 域 (如 果 你 愿意 的 话 也 可 议 叫 “国家 ”) 组 成 的 图 形 ， 这 些 区 域 
通过 线 (或 称 “ 边 界 ") 而 相互 区 分 ， 这 个 一 般 的 定义 包括 了 人 图 
31 那样 的 真实 世界 的 地 图 ， 同 时 也 包括 了 如 图 32，33 和 34 所 示 
的 那 种 人 造 的 “数学 ”地 区 .关于 图 31 所 示 的 美国 地 图 ， 实 际 上 
还 存在 一 些 潜在 的 问题 ， 其 中 有 些 才 占 了 两 个 不 同 的 区 域 ， 例 如 图 
中 的 密 西 根 州 就 由 被 密 西 根 湖 分 开 的 两 个 区 域 组 成 . 因为 它们 在 物 
理 上 是 相同 的 区 域 ， 当 考虑 地 图 着 色 问 题 时 当然 由 应 被 认为 是 不 同 
的 区 域 . 同样 地 ,长岛 、 纽 约 市 也 应 该 被 看 成 是 与 纽约 州 其 余部 分 
不 同 的 实体 ， 因 此 在 地 图 的 数学 研究 方面 ， 占 统治 地 位 的 是 几何 概 
您 而 不 是 政治 观点 . 
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图 34 一 张 很 礁 ! 虽 然 不 是 不 可 能 1 只 用 本 种 颜色 着 色 的 复 江 地 

图 . (不妨 试 :-- 试 1}) 这 张 特别 的 地 图 是 作为 1975 年 4 月 1 日 8 科学 美 

国人 》 杂 志 辐 人 节 玩 笑 的 -… 部 分 而 发 表 的 . 它 也 是 著名 的 数学 专栏 作 

家 马丁 .加 德 纳 (Martin Cardner)…- 篇 文章 的 附 图 ,加 德 纳 艇 有 介 事 地 
[153] 宣布 :这 张 地 图 是 历史 不 外 的 四 色 铀 想 的 一 个 反例 ! 


四 色 狂 想 讨论 地 图 上 区 域 ( 地 理 的 而 非 政 治 的 们 的 着 色 ,要求 任 

意 两 个 有 公共 边界 的 区 域 着 色 不 同 ,( 只 有 一 个 交点 的 区 域 ,如 图 31 

中 的 亚利桑那 州 和 科罗拉多 州 ,不 作为 具有 公共 边界 的 区 域 , 因 此 可 
了 43 


需要 的 颜色 的 最 少 种 数 .这 正 是 问题 的 第 二 个 主要 困难 所 在 ,即使 是 
对 一 张 特殊 的 地 图 ,也 会 有 许多 种 不 同 的 着 色 方 式 , 这 里 重要 的 不是 
任意 特定 的 着 色 所 需要 的 颜色 数 ,而 是 使 某 种 着 色 有 可 能 的 最 少 颜 
色 种 数 . 

稍 加 思考 你 就 会 认识 到 :对 于 地 图 普 色 问题 来 说 ,各 个 区 域 的 实 
际 形状 与 大 小 并 不 前 要 ,重要 的 仅仅 是 它们 的 相对 位 绾 .这 样 ,图 35 
小 所 有 的 地 图 对 地 图 善 色 员 来 说 都 是 等 价 的 .关于 这 一 点 ,数学 家 的 
说 法 是 :问题 的 实质 在 于 地 图 的 拓扑 结构 . 


图 3 拓扑 等 价 性 .就 由 色 问 题 而 言 ,图 中 所 示 的 每 张 地 图 都 互相 
等 价 ; 它 们 之 间 在 拓扑 上 没有 任何 区 别 . 


拓扑 学 是 一 门 像 几 何 学 那样 的 数学 分 支 . 几 伍 学 研究 二 维 .三 维 

或 更 凯 维 空间 中 的 对 象 (或 图 形 ) 的 性 质 (当然 ,在 四 维 或 更 高 维 空间 

中 所 谓 “ 对 象 " 具 有 高 度 抽象 的 意义 ), 拓 扑 学 也 一 样 .二 者 的 区 别 是 

在 于 所 研究 的 性 质 的 类 型 .在 拓扑 学 中 距离 ,大 小 是 无 关 紧 要 的 , 直 

线 . 圆 .角度 等 也 失去 了 上 意义 .事实 上 , 拍 扑 学 对 普通 几何 中 有 根本 意 
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系 7 滞 -其 佑 柯 是 
义 的 性 质 全 不 考 志 ,而 代 之 以 研究 对 象 (图 形 ) 在 诸如 弯曲 . 拉 伸 .上庄 
缩 或 扭转 等 连续 变换 十 保持 木 变 交 性质, 人 们 和 有 时 把 二 维 拓 扑 学 称 
-154] 为 “橡皮 膜 几何 ”, 因 为 它 研究 的 是 图 形 的 这 样 -- 些 性 质 ,如 损 你 把 图 
形 画 在 -- 张 “完全 弹性 ”的 像 皮 多 上 并 有 进行 拉 伸 .扭曲 等 等 ,这 些 性 
质 者 不 会 改变 { 见 图 36) 


I 【 计 LU liv 


fw {wil 人 让 {wiii} 


图 36” 民 维 图 上 形 的 拓扑 性 质 . 图 形 {i) ~ (iy) 在 拓扑 于 都 是 -一 样 的 ， 
图 形 (y) ~- {vii) 在 邱 盾 上 也 是 一 样 的 ,但 (0) ~ 0) 中 的 任何 - -个 与 
《wifiii 中 的 任何 -个 在 括 扑 上 者 不 等 价 . 


初次 遇 到 拓扑 概念 的 人 也 许 会 觉得 在 这 样 的 领域 里 很 难 进 行 合 
理 的 数学 研究 .但 事实 相反 ,拓扑 学 是 - -个 富有 这 刻 结果 的 广阔 的 数 
学 分 支 (参阅 第 10 章 ) .实际 上 四 色 问 题 本 身 就 是 一 个 拓扑 问题 , 虽 
然 其 解决 并 未 用 到 很 高 识 的 拓 补 技巧 .图 35 可 以 说 明 这 一 点 :其 中 
纽 成 一 张 地 图 的 国家 的 形状 与 大 小 并 不 重 机 ,重要 的 是 它们 的 布局 ， 
你 将 会 发 现 ,如 果 你 牢 牢 记 住 这 - -点 , 即 重 要 的 是 - - 张 地 图 的 拓扑 性 
奈 而 不 是 其 外 表 “ 形 状 ” ,对 于 理解 下 文 的 内 容 是 很 有 帮 动 的 . 

一 旦 朋 白 了 这 一 点 ,一 张 地 图 的 分 网 络 的 概念 似乎 是 考察 由 色 
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数学 + 新 的 黄金 时 代 
问题 的 切实 可 行 的 途径 .已 给 张 地 图 ,所 谓 邻 网 络 可 以 这 样 来 得 到 
( 见 图 37) :在 该 地 图 的 每 -个 区 域内 最 一 点 , 称 之 为 网 络 的 铬 点 
tnode).《 如 果 愿 意 的 话 , 你 可 以 设想 这 些 点 就 是 那些 区 域 代 表 航 国 [155: 
家 的 首 可 .用 一 害 的 方式 将 这 些 结 点 连 起 来 就 形成 一 个 网 络 ( 休 可 
以 通过 类 似 方 法 用 铁路 网 络 将 不 同 的 城市 连结 起 来 ). 连结 法 则 是 : 
两 个 结 点 当 且 和 似 当 它们 各 自白 属 的 区 域 具 有 公共 边界 时 , 才 将 它们 


图 37 仓 网 络 .为 了 得 到 -- 张 已 知 地 图 的 令 网 络 , 在 该 地 医 每 个 区 
城内 取 一 点 ,用 线 将 这 些 结 点 "连结 起 来 ,而 这 些 线 则 应 完全 位 于 相 
雇 区 域 的 内 部 .这 种 连结 只 有 当 两 个 结 点 所 阜 的 区 域 其 有 公共 边界 
时 才 进 行 ,此 时 连 线 将 跨 过 边界 - 因此 连结 就 反映 了 公共 边界 的 在 
在 .将 一 张 地 图 着 色 使 任意 两 个 相 令 国家 着 色 不 同 的 问题 ,就 等 价 于 
将 相应 的 邻 网 络 前 结 点 着 色 , 使 任意 两 个 有 网 络 道路 连结 的 结 点 着 
色 不 同 . 在 本 例 中 每 对 结 点 间 都 可 能 用 直线 机 连结, 但 并 不 是 在 所 有 
情况 下 都 能 做 到 这 一 点 , 晨 线 连结 是 允许 的 .【 直 与 曲 并 不 是 拓扑 性 
质 .) 
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连结 起 来 .这 时 连 线 必须 完全 人 于 这 两 个 区 域 的 内 部 并 跨越 公共 过 
界 .{ 对 铁路 网 来 说 .这 就 是 意味 善 匆 路 线 不 能 穿 过 任何 第 三 国 的 领 
土 .) 

邻 网 络 清楚 地 显示 了 它 所 代表 的 地 图 的 拓扑 性 质 .确实 ,地 图 着 
色 回 题 ! 在 古色 利 问题 的 意义 上) 可 用 了 网络 着 色 的 语言 重 述 如 下 :用 
这 和 翌 的 方法 给 疯 络 的 结 点 着 色 ,使 得 任意 两 个 相连 的 结 点 着 色 不 同 . 
如 果 所 闻 的 网 络 都 可 以 用 四 种 颜色 着 色 , 那 么 所 有 的 地 图 也 都 如 此 ， 
并 且 反 之 麻 然 . 这样 四 色 问 题 的 网 络 表述 提供 了 研究 这 问题 的 新 的 
方法 , 它 完 全 等 价 于 原始 的 表述 方法 .于 是 研究 这 类 网 络 就 县 有 和 章 要 
的 意义 . 

这 样 就 把 问题 带 进 了 所谓 圈 论 (graph theory ) 的 领域 .注意 根据 
邻 网 络 定 义 的 方式, 网络 中 任意 两 条 道路 都 不 能 交 义 (或 相交 ).- -个 
图 (graph) 与 邻 网 络 类 位 ,不 过 取消 了 不 允许 道路 交叉 的 限制 .( 此 处 
“ 园 " 这 个 词 的 用 法 与 它 在 数学 上 的 中 一 个 用 法 没有 什么 联系 ,后 者 
涉及 用 "图纸 "画面 线 来 表示 方程 .) 有 虽然 四 色 问 题 对 图 论 这 一 数学 分 
支 的 发 展 提 供 了 许多 原始 的 推动 (从 德 ' 摩 尔 根 那里 知道 这 一 问题 的 
哈密 顿 就 在 图 论 方面 做 了 许多 早期 工作 ) ,任意 "图 "的 研究 本 身 现在 
已 彤 成 了 一 个 广 阐 繁 荣 的 数学 分 支 ， 


欧 拉 公式 


关于 网 络 的 一 个 特别 有 用 的 研究 是 由 欧 拉 (Leonhard Euler) 做 
的 ( 缘 景 略 丰 不 同 ). 首 先 介绍 -点 术语 (同时 说 明 它们 的 来 源 ). 让 我 
们 - -开始 就 约定 ,我们 将 只 考虑 具有 这 样 性 质 的 网 络 : 从 其 中 任何 - - 
个 结 点 出 发 ,都 可 能 沿 着 一 条 纯粹 由 阅 络 本 身 的 道路 构成 的 路 线 到 
达 其 他 任何 -- 个 缚 点 .这 就 排除 了 那些 存在 着 没 有 连结 道路 的 结 点 
集 的 “病态 “网 络 ? 的 例子 , 却 包 括 了 对 于 研究 地 图 着 色 癌 题 来 说 所 
需 的 全 部 网 络 , 任何 一 个 这 样 的 网 络 都 将 它 所 占据 的 部 分 平面 划分 
成 若干 个 区 域 , 称 这 些 区 域 为 画 (fare). 网 络 的 结 点 有 时 (特别 是 当 
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与 欧 拉 公式 有 关 时 ) 叫 作 网 络 的 顶点 Cvertex), 连结 这 些 顶点 的 道路 
叫 边 (edge). 
现在 你 最 好 画 出 : 些 网 络 ,对 其 中 的 每 一 个 者 标明 其 项 点 数 
《7). 边 数 ( 严 ) 和 面 数 ( 严 ) ,如 图 38 所 示 . 然 后 对 每 种 情形 都 计算 出 [158- 
量 耻 -过 + 下 ,你 将 会 发 现 铺 果 总 是 等 于 1. 方程 
下 一 五 + 天 = 三 ] 
对 所 有 网 络 都 成 祥 ,这 -事实 最 先 就 是 由 欧 拉 本 人 证 明 的 ， 


v=7 ¥ Y=6 
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图 如 吏 拉 会 式 . 对 仔 何 网 络 , 硕 点 数 (F) , 边 数 {E) 和 面 数 { 天 ) 都 满 
是 VW-B+F=1. 


欧 拉 当 馈 关心 的 主要 是 密 而 体 击 不 十 网 络 .这 就 解释 了 为 什么 
会 使 用 “质点 ”,“ 边 ",“ 面 "这 样 . - 些 名 词 .对 任何 .个 多 面体 你 将 发 
现 有 

下 一 天 十 下 一 了 
‘用 多 面体 语言 来 说 ,这 里 V,E 和 下 的 意义 是 很 明 最 的 .为 了 证 明 
这 个 公式 三 我 们 刚刚 得 到 的 关于 网 络 的 结果 实质 权 同 ,只 需 注 意 :如 
果 你 从 一 个 多 面体 上 挪 掉 一 个 向 ,然后 将 剩 下 的 图 形 摊 开 在 一 个 平 
面 上 ,那么 多 而 体 原来 的 边 就 将 形成 -个 连结 原来 的 顶点 的 网 络 (这 
些 顶 点 就 是 新 网 络 的 结 点 ); 民 之 如 果 有 一 张 网 络 ,你 右 以 将 它 “ 撑 ” 
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成 - -个 缺 掉 -. 面 的 多 面体 . 当然 正 是 这 个 缺少 前 面 解释 了 网 络 公式 
ils9] 与 多 面体 公式 之 阅 的 差别 . 

欧 拉 网 络 公式 的 证 明 提 供 了 - -种 在 图 论 和 四 色 问 题 的 研究 中 者 

很 有 用 的 论证 方法 的 天 色 例 子 . 俱 定 你 从 某 个 网 络 出 发 ,希望 证 明了 

- 巨 + 严 =1 .如果 你 从 该 网 络 持 挤 -条 外 按 (假设 有 这 样 的 ~- 条 外 

边 ) .那么 会 发 生 什 么 情况 呢 ? 这 时 玉 减少 了 1, FF 也 是 这 样 ,而 V 

则 保持 不 变 ( 见 图 39). 图 此 经 过 这 样 的 操作 后 量 -+ FF 保持 不 

变 . 间 样 ,如果 该 网 络 有 - -个 * 尾 "(dungting) 顶 点 ( 兄 图 40) ,将 这 个 点 


图 弘 从 一 个 网 络 挪 去 一 条 外 边 , 和 下 都 将 减少 1, 但 YY 保持 不 
宣 . 这 并 不 影响 景 了 -到 + 严 的 值 . 


{4 4 


图 4 从 一 个 网 络 中 挪 去 -- 个 “ 尾 " 顶 点 ,VW 和 上 都 碱 少 1, 而 下 不 
变 . 这 样 散 并 不 影响 量子 -天 + 五 的 值 ， 
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和 通 向 它 的 边 同 时 据 法 , 那 允 会 发 生 什 么 情况 呢 ? 这 时 了 减少 1 天 
世 是 这 样 ,FF 则 保持 不 变 , 伯 这 -一 情形 下 好 下- E+ FF 也 将 保持 不 
变 . 现在 假如 你 从 一 个 已 知 的 网 络 出 发 ,继续 不 断 地 挪 去 --- 切 可 能 挪 
去 的 外 按 和 尼 点 ,就 像 大 海 在 乌 … 个 岛屿 那样 ,最 后 你 将 得 到 一 张 只 
有 -个 质点 的 网 络 . 也 就 是 说 你 已 经 将 最 初 的 网 络 化 约 成 平易 (triv- 
ia) 网络, 其 中 下 =] ,上 户 =0, 下 =0. 在 这 个 最 后 的 网 络 中 , 量 V-+ 
等 于 1. 但 是 你 所 进行 的 “ 海 仲 ”" 过 程 始 终 不 会 改变 量 WW- 严 + 下 
的 值 ,内 此 在 最 初 的 网 绪 中 这 个 表达 式 的 值 也 必定 等 于 1. 这 就 证 明 
了 我 们 的 结论 .如 朵 愿意 的 话 , 冻 也 可 以 亲 和 白 来 试 一 试 .从 某 个 任意 
画册 的 网 络 开始 .不 断 地 至 去 外 边 和 尾 点 ,同时 逐步 列 出 户 , 严 ,天 利 
VE+ 下 诸 什 . 


德 : 摩 尔 根 定理 


德 -摩尔 根 关于 古色 利 问 题 得 到 的 -一 个 肯定 的 结 内 是 证 明了 : 任 
何 地 图 都 不 可 能 出 现 这 样 的 情形 ,其 中 有 五 个 国家 每 “个 都 与 其 他 
四 个 有 公共 按 界 .用 邻 网 络 的 机 念 和 欧 拉 公式 很 容易 证 明 这 个 结果 . 
用 网 络 的 语言 , 德 * 摩 尔 根 的 结果 相当 于 说 :不 可 能 申 出 这 样 的 网 络 ， 
其 中 有 五 个 顶点 ,每 一 个 都 与 其 他 四 个 连结 着 . 当然 如 时 你 试图 本 出 
这 样 的 网 络 ,一 定 会 发 现 最 后 总 要 留 下 两 个 项 点 ,你 不 可 能 将 它们 连 
结 起 来 而 又 不 穿 过 已 经 画 出 的 某 条 道路 .但 这 并 没有 证 明 你 的 结论 ， 
因为 之 所 以 出 现 上 述 情 况 ,很 可 能 是 已 有 的 连结 画 得 不 合适 .下 面 给 
出 的 证 明 并 不 依赖 特殊 的 作 图 ,因此 凋 以 被 看 作 是 一 个 严格 的 证 
明 . 

假设 能 够 画 出 这 样 的 -个 网 络 , 其 中 有 五 个 顶点 每 一 个 都 与 其 
他 四 个 相连 结 , 若 将 围绕 整个 网 络 的 区 成 看 作 是 一 个 附加 的 “ 面 ", 那 
么 该 网 络 的 每 条 边 都 将 划分 出 两 个 面 . 并且 因 为 现在 多 了 一 个 面 ,所 
以 欧 拉 公式 变 成 


V-E+t+F=2. 
了 3 日 
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图 41 不 可 能 两 出 这 样 的 网 络 ,其 中 有 五 个 顶点 每 一 个 都 与 其 他 四 
个 相连 结 . 不管 你 怎样 努力 连结 这 些 杆 点 ,最 后 总 会 留 下 两 个 顶点 
(在 本 图 中 就 是 上 和 了 了 ) ,你 不 可 能 将 它们 连结 起 来 而 又 不 穿 过 已 经 
柄 出 的 某 … 条 线 ， 


我 们 已 知 这 里 的 了 值 , 它 等 于 $. 同样 ,因为 每 个 也 点 都 通过 一 条 边 
与 另 -个 顶点 相连 结 , 所 以 & = 10.( 请 你 自己 验算 一 下 1) 因 此 如 果 
上 述 欧 拉 公 式 成 立 , 则 严 必定 等 于 了 

到 目前 为 止 一 切 正常 .现在 我 们 来 进行 男 一 套 运 算 .因为 每 个 面 
都 将 至 少 被 三 条 边 所 包 图 (这 对 我 们 刚刚 引进 前 新 面 也 成 立 ,虽然 在 
这 -情形 下 “包围 ”这 个 词 必须 在 拓扑 意义 下 去 理解 ), 通 过 面 来 计算 
边 ,至 少 可 以 得 到 3x7= 21 条 边 .但 是 如 果 我 们 用 这 种 方法 ( 按 面 ) 
来 计算 边 数 的 话 , 每 条 边 将 被 计算 两 次 , 因为 它 划分 两 个 面 . 于 是 正 
确 答 案 是 至 少 有 方 x 21 = 10 地 条 边 ,这 意味 着 至 少 有 11 条 边 (因为 
不 可 能 有 半 条 边 ). 但 正如 我 们 在 前 面 指出 的 那样 ,E = 10. 这 样 我 们 
就 得 出 了 矛盾 ,于 是 就 像 在 这 类 证 法 中 通常 进行 的 那样 可 以 得 出 结 
论说 原先 的 假设 是 错 的 一 一 这 就 是 说 ,不 可 能 画 出 这 样 的 有 五 个 顶 
点 的 网 络 ,其 中 每 个 顶点 都 与 其 他 四 个 相连 结 . 这 就 证 明了 关于 地 图 
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的 德 摩 尔 根 定理 . 
五 色 定 理 


1879 年 ,在 凯 莱 向 伦 训 数 党 会 提出 四 色 问 题 后 不 笠 -年 ,有 - 
位 是 青 泊 CAlfred Bray Kermpe) 的 律师 ,他 也 是 伦敦 数学 会 的 会 员 . 发 
表 了 一 篇 论 交 ,其 中 宣布 汪 明 了 人 外 色 铺 想 . 但 表 泊 的 证 明 是 错误 的 ， 
11 和 牛 以 后 希 仁 德 (Percy John Heawood) 指 出 了 其 中 … 个 严重 的 链 误 ， 
不 过 欠 过 项 伍德 补救 亿 后 , 肯 衣 的 方法 可 以 用 来 证 明 有 坟 种 颜色 注 
定 够 了 ,这 条 “在 色 定 如 "的 让 明 相 当 简 单 ,可以 在 这 里 进行 介绍 . 

将 先 注 意 ,通过 上 鞋 述 将 了 阅 乡 欧 接 会 式 与 多 面体 欧 拉 公式 联系 起 
米 的 推理 ,我 们 可 以 得 出 这 样 的 结论 ;( 就 加 色 或 五 色 定 理 贞 上 语 ) 将 地 
图 旺 在 平面 上 还 是 面 在 球 身 车 是 万 关 太 局 的 .如 果 我 们 从 一 - 张 匣 在 
球面 小 的 地 光 开 始 , 可 以 通过 下 面 的 做 法 将 它 变 形成 一 张 等 价 的 半 
面 地 图 :在 其 中 革 个 区 域 的 中 央 和 由 - :个 润 ,然后 将 整个 地 图 摊 平 (使 
得 刺 润 的 区 万 包围 了 地 图 [的 此 他 区 域 ). 反之, 如果 我 们 有 一 张 平 
面 地 图 ,那么 可 以 把 包 闭 原 有 地 图 的 区 域 厦 成 是 一 -个 附加 的 国家 , 然 
上 生 把 整个 好 图 园 成 球形 (将 附加 的 围绕 区 域 合 拢 起 来 形成 -个 像 所 
有 其 他 区 域 -- 样 的 “ 闭 " 区 域 ). 这 个 过 程 表明 ,如 果 每 个 平面 地 图 玫 
可 用 WY 种 颜色 着 色 ,那么 每 个 球面 地 图 也 都 可 用 种 颜色 着 色 ,并 
且 反之 亦 然 . 

实际 上 我 们 将 对 加 在 球面 上 的 地 图 来 证 明 “ 五 色 定 理 ", 并 将 利 
用 欧 拉 公式 ,对 于 球面 地 图 来 说 这 公式 是 

Y 一 天 十 下 =2. 
这 里 欧 拉 公式 是 被 应 用 于 地 图 本 身 , 而 不 是 像 证 明 德 -摩尔 根 定理 时 
那样 应 用 于 相关 的 邻 网 络 .{ 因 此 面 是 指 地 图 的 区 域 , 边 层 边 异 ,顶点 
则 是 三 条 或 吕 多 条 边界 线 的 奖 点 .】 

证 明 思 路 是 这 样 的 :给 定 .: 张 画 在 -个 球面 上 的 (完全 任意 的 ) 
地 摧 , 用 糙 两 个 或 下 密 个 相 邻 国家 合并 为 一 的 过 程 连 汤 地 修改 它 ,最 
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上 司 得 到 一 张 全 才 奉 五 个 国家 的 地 图 一 一 对 它 显然 吾 以 用 五 种 或 更 少 
的 同色 来 着 色 . 也 要 修改 过 种 中 所 使 用 的 每 步 操作 不 减少 地 图 着 色 
所 需 览 的 颜色 数 , 这 方法 就 能 证 昌 对 最 初 的 地 图 着 色 有 几 云 神 颜色 就 
能 了 . 油 此 这 种 证 明 方 法 的 关键 晨 在 十 描述 将 已 知 地 图 约 北 为 更 简 
单 的 形式 (由 有 较 少 国家 ) 而 闵 不 减少 所 壳 的 着 色 颜 鱼 数 的 特 妹 过 
程 . 共有 六 种 不 同 的 药 简 过 程 ,每 -- 种 应 用 于 出 地 图 上 特定 的 国家 构 
撒 ( eonfiguration; 即 布 局 ) 决 定 的 不 同情 形 . 

首先 ,如 柴 … 个 区 虞 完全 被 其 他 区 域 所 包 肌 (上 见 岁 420i)) ,那么 
可 以 将 明 面 的 区 域 与 包围 它 的 区 域 相 合计 .任何 至 少 要 用 两 种 颜色 
的 新 地 图 前 着 色 ,都 可 以 拓展 成 原 地 图 的 需要 同样 种 数 颜 色 的 着 色 ，: 
只 要 给 里 和 面 的 区 域 着 上 不 同 十 修改 地 图 中 合并 区 域 的 颜色 就 行 了 ， 

第 二 种 约 简 被 应 用 于 这 样 的 情况 , 即 有 -一 个 项 点 是 至 少 四 个 区 
域 的 接触 点 ,如 果 有 四 个 或 下 个 以 上 的 区 域 在 一 点 相 接触 ,那么 这 些 
区 城中 必定 大 对 区 域 没 有 {在 地 图 上 :任何 地 方 ) 公 共 边 界线 ( 关 丁 
这 一 点 可 能 需要 你 稍 费 思索 ), 而 这 两 个 区 域 就 可 以 合并 为 :个 (多 
图 42{ii)). 给 了 修改 地 图 的 -… 神 着 色 , 原 地 图 也 就 可 用 同样 多 种 颜 
色 来 着 色 , 只 要 使 被 合并 的 两 个 区 域 在 原 图 中 着 相同 的 语 色 ,而 其 他 
区 域 的 着色 在 两 种 情形 都 保持 一样. 上 及 复 应 用 这 一 约 简 过程 ,就 可 以 
将 地 图 修 故 成 在 每 一 杭 点 都 只 有 :个 接触 区 域 的 情况 .在 以 下 的 约 
简 中 ,我 们 将 假设 已 经 达到 了 这 种 情况 ， 

如 果 个 区 域 只 有 两 个 由 邻 区 域 ( 见 图 424iii)) 那么 可 以 使 它 
与 其 他 果 个 区 域 中 的 一 个 相合 并 ,而 将 它 “ 取 消 ”如果 新 的 地 图 可 以 
用 至 人 少 种 戎 色 着 色 , 邦 么 康 地 图 也 可 以 用 同样 多 种 颜色 来 普 色 ,只 
览 给 古 被 取消 的 中 央 区 域 着 上 与 两 个 外 略 区 域 都 不 相同 的 颜色 . 

任何 区 域 如 果 有 三 个 相 邻 区域 的 话 , 部 可 以 通过 将 它 与 分 域 之 
一 全 并 而 被 "到 消 "( 见 图 42(iy)) ,并且 如 来 新 地 图 可 以 用 至 少 四 种 
颜色 着 色 ,那么 原 地 图 也 必 可 用 同样 多 种 颜色 着 色 ,做 法 与 上 一 种 情 
形 一 样 . 
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第 7 章 油 色 问 昨 


同样 ,任何 有 四 个 相 邻 区 域 的 区 域 可 以 与 它 的 -个 邻 域 合并 ( 见 
图 役 (vy)) ,在 可 以 使 用 五 种 颜色 的 情况 下 ,这样 伐 不 会 引起 所 需 着 
色 数 的 任何 改变 . 

通过 尽 可 能 地 使 用 上 述 各 种 约 简 过 程 ,最 后 可 以 得 到 这 样 一 张 
地 图 ,其 中 任何 区 域 都 不 会 被 其 他 区 天 完 全 包围 ,其 中 每 个 顶点 都 恰 
好 是 三 条 边 的 交点 ,并 且 其 中 每 个 区 域 都 至 少 有 五 条 边 . 实际 上 ,我 
们 现在 就 要 来 证 明 : 至 少 存在 着 一 个 区 域 其 边 数 恰好 为 5. 

设 有 个 顶点 ,EE 条 边 ,Ff 个 面 . 设 a 是 界定 每 个 区 域 的 边 数 的 
平均 数 ( 因 此 a 可 能 是 分 数 ) ,因为 每 条 边 都 在 两 个 区 域 之 间 , 故 


2F = aF. 
同样 ,每 个 顶点 都 有 三 条 边 相交 ,每 条 边 又 连结 着 两 个 项 点 , 故 
3V =2E. 
因此 
3V=2E= oar., 


在 欧 拉 公式 了- E+ FF=2 中 代入 V= 广 aF 和 E = 上 aF ,就 得 到 


于 是 a -6- 状 . 
因此 a 小 于 6. 因为 每 个 区 域 的 边 数 平均 值 小 于 6, 那么 一 定 有 某 些 
区 域 的 边 数 小 于 6. 但 所 有 区 域 至 少 应 有 5 条 边 ,因此 一 定 存 在 茜 些 
区 域 怡 好 有 五 条 边 , 这 就 是 我 们 想 要 证 明 的 . 

现在 来 考虑 这 样 一 个 有 五 条 边 的 区 域 P, 如 图 42{Yi) 所 示 ,其 邻 
域 为 Q,R,S,T,U. P 有 一 对 邻 域 相 也 没有 公共 边界 , 设 为 如 和 3S. 将 
P,Q,S 合并 起 来 .如 果 新 地 图 可 以 用 五 种 颜色 来 着 色 , 那 么 原 地 图 也 
可 以 用 二 种 颜色 着 色 . 使 被 合并 的 区 域 Q 和 SS 在原 图 中 着 相同 产 
色 ,这样 包围 上 的 区 域 用 了 四 种 颜色 , 剩 下 一 种 颜色 用 于 了. 

整个 约 简 过 程 到 此 结束 .每 一 步 约 简 都 使 地 图 的 区 域 数 有 所 减 
少 ,反复 约 简 后 最 终 可 以 得 到 一 张 至 密 有 五 个 区 域 的 地 图 .因为 任何 
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这 样 的 地 网 显然 都 可 用 五 种 颜色 着 色 ， 那么 原来 的 地 图 也 就 可 以 用 
五 种 颜色 善 色 .事实 上 ,通过 上 述 约 简 过 程 的 霆 步 反 推 ,确实 可 以 用 

-种 老人 全 机 权 化 的 方式 用 五 种 颜色 来 进行 邮 周 的 着 色 .( 不 妨 请 读者 
从 .- 张 中 等 复 订 程度 的 地 图 开始 ,亲自 试 -- 试 凯 


入 述 迁 阴 中 用 到 的 逐步 约 简 地 图 的 方法 ,最早 由 此 汽 在 其 试 基 


证 果 四 色 猜 想 的 有 献 陷 的 工作 中 提出 ,从 那 时 以 来 ,所 有 证 明 西 色 猜 
起 的 认 捧 尝试 (包括 最 后 的 成 动 的 尝试 1 实际 上 都 采用 了 这 种 约 简 地 
图 的 基本 思想 .由 于 问题 的 最 终 解 决 实质 上 是 青 匠 方法 的 推 六 (虽然 
是 相当 根本 的 推 ) ,对 他 的 论证 再 客 加 些 笔墨 是 值得 的 . 


肯 泊 的 方法 


上 述 五 鱼 定 理 的 证 明 ,是 希 伍 德 对 肯 消 的 和 误 论证 进行 补救 击 
给 出 前 . 肯 沿 本 人 误 汪 为 可 以 解决 叫 色 定理 的 证 本 则 十 它 要 复杂 得 
多 .({ 图 42(0v) 和 (vi 所 示 约 简 过 程 中 使 用 的 推理 在 只 多 许 用 内 种 其 
色 的 情况 显然 不 能 成 立 . ) 肯 泊 的 沦 证 过 程 可 以 粗略 地 介绍 如 下 ， 

首先 假设 存在 .一 张 这 样 的 地 图 ,需要 用 五 种 颜色 才能 给 它 着 色 
《 志 就 是 说 四 种 颜色 硝 定 不 鳄 ) ,然后 证 明 由 此 可 以 推出 庆 导 .第 一 此 
是 定 尽 正则 地 图 的 概念 .所 谓 正 则 帅 图 足 指 这 样 的 地 图 ,其 中 不 存在 
完全 证 和 其 他 国家 包围 的 国家 ,其 中 任何 一 点 宇多 是 二 个 国家 的 接 艇 
点 .从 - 张 需 用 五 种 颜色 着 色 的 地 疼 出 发 ,运用 上 节 所 述 的 第 一 、 一 
种 约 简 过 程 ,就 可 以 得 到 - : 张 请 用 五 种 颜色 着 和 色 的 正 列 地 图 .因为 已 
假定 了 请 用 五 种 颜色 着 色 的 地 轿 的 存在 性 ,所 以 需 用 五 种 颜色 着 色 
的 正则 地 图 也 必 存 在 .当然 叮 能 会 有 很 多 个 这 样 的 地 图 ,它们 包含 的 
国家 数 不 同 .其 中 至 少将 有 -- 个 地 图 所 包含 的 国家 数 最 小 (对 这 类 地 
图 而 计 ), 青 久 试 图 通过 对 这 种 形 用 五 种 颜色 着 色 的 最 小 正则 地 图 的 
研究 来 推出 耶 盾 . 

使 用 最 小 正则 地 图 的 鉴 点 是 :有些 区 域 较 少 的 {正则 ) 地 图 可 以 
所 四 种 颜色 着 色 , 因 此 如 率 能 够 发 现 .种 约 简 过 程 将 地 图 工 的 国家 
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盾 来 ,因为 袜 约 简 的 地 图 不 可 能 同时 发 生 两 种 情况, 妈 既 可 用 四 种 断 
色 着 色 , 又 不 能 用 少 于 五 种 的 颜色 着 色 . 

肯 泊 (正确 弛 ) 证 明 斑 在 和 任何 一 个 正则 地 图 中 一 定 存 让 着 至 多 外 
有 五 个 邻 同 的 网 家 ,也 就 基 说 在 图 投 Gi) ,Gv) Cr 和 (viy 所 本 的 榴 
形 中 ,至 少 有 一 种 会 在 该 地 图 的 某 外 出现 ,然后 他 (错误 虹 ) 沦 证 说 ， 
如 果 -… 个 需 用 五 种 颜色 着 色 的 最 小 止 则 地 图 包含 个 至 多 只 有 天 个 
邻 同 的 国家 ,那么 就 可 以 将 它 约 简 成 有 较 少 国家 的 正则 地 图 ,其 草包 
仍 青 用 五 种 颜色 . 如 前 所 述 ,这 样 就 引出 了 一 个 韦 盾 . 肯 泊 的 论证 对 
有 岗 个 ,三 个 或 四 个 邻 因 的 国家 来 说 是 完全 正确 的 , 商 个 和 三 个 分 国 
的 情形 的 证 明 丰 上述 坏 色 定 理 的 证 明 中 已 经 给 出 .对 四 个 邻 图 的 情 
形 则 需要 一 个 不 同 的 .更 巧妙 的 证 明 ,需要 检查 该 构 形 周 几 的 那 部 分 
地 图 ,并 月 可 能 需要 改变 某 些 周边 国家 的 着 色 . 这 里 碰 到 的 因 难 并 不 
是 不 能 克服 ,但 还 真 要 费 一 项 心计 .而 正如 希 仔 德 指出 的 那样 , 肯 注 
的 错误 是 出 在 有 五 个 分 国情 形 ( 见 图 42(vi)). 

尽管 如 此 , 肯 消 的 证 明 己 经 涉及 到 两 个 关键 的 概念 ,它们 在 问题 
的 最 终 解 决 中 发 挖 了 和 作用 .其 中 个 概念 是 所 谓 不 可 避免 构 形 集 (得 
称 不 可 避免 集 ,unayoidable set)》 它们 是 这 样 -组 地 图 构 形 ,全 得 
任何 需 用 五 种 颜色 着 色 的 最 小 正则 地 图 都 至 少 包 含 它 们 中 则 的 -- 
个 , 肯 泊 的 不 本 避免 集 是 出 图 425 这 ) (iv),《y7 ,CWi) 所 示 的 那些 构 
形 组 成 的 . ) 男 … 个 概念 是 所 谓 可 药性 (reducibility) :如 果 某 种 特定 的 
构 形 在 需 用 五 种 颜色 着 色 的 最 小 正则 地 图 中 出 现 , 就 可 以 减少 地 图 
中 的 国家 数 调 导数 如 下 的 证 盾 , 即 需 用 五 种 颜色 着 色 的 正则 地 图 包 
全 的 国家 比 最 小 正则 地 图 述 去 少 .这 样 -来 ,只 要 你 能 能 证 明 不 可 以 
免 集 中 的 每 -个 攀 形 都 是 可 约 的 ,四 色 定 理 就 得 到 了 证 明 . 肯 泊 的 让 
明之 所 以 和 朱 赂 ,恰恰 在 于 他 的 可 药性 计 明 对 天 其 不 下 避免 集中 的 四 
个 构 形 之 一 不 能 成 立 . 而 阿 信 和 尔 - 蛤 肯 的 证 明之 所 以 成 功 ,又 恰恰 在 
他 们 仔细 地 分 析 了 肯 泊 受挫 的 最 后 -种 情形 ,结果 是 需要 找 出 不 
同 的 不 可 避免 集 . 阿 倍 尔 与 喻 肯 最 后 构造 出 来 的 不 可 避免 集 包 会 有 有 
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约 1500 种 构 形 ,了 解 到 这 -点 ,他 们 所 面临 的 困难 就 吕 想 而 知 了 .我 
们 将 在 适当 计 候 说 明 这 样 的 集合 是 如 何 发 现 的 .但 最 好 还 是 计 我 们 
先 米 介绍 一 下 在 肯 泊 的 错误 证 明和 阿 信和 尔 -~ 蛤 肯 的 最 终 解 决 之 间 这 
段 时 间 里 ,四 色 问 题 究竟 取得 了 哪些 进展 ? 


希 伍 德 公 式 


前 面 已 经 介绍 过 希 伍 德 的 工作 . 在 发 现 肯 泊 1890 年 证 明 中 的 错 
误 以 后 , 希 伍 德 将 他 一 生 中 其 余 的 0 年 光阴 全 都 花费 在 这 个 问题 的 
研究 上 .虽然 没有 能 最 终 证 明 四 色 定 理 , 但 是 他 却 成 功 地 在 平面 和 球 
而 以 外 的 曲面 上 解决 了 类 似 的 地 图 着 色 问 题 . 他 的 解 管 涉及 到 所 谓 
曲面 的 菊 蒋 示 性 数 (Enler characteristic). 设 有 -- 个 曲面 .比如 说 寻 
面 , 环 面 ,或 者 甚至 是 双环 面 ( 见 攻 43) ,在 上 面 画 一 张 丁 盖 整个 曲面 
的 地 图 ,那么 不 管 称 怎样 通 这 张 地 图 , 量 YF- E+ 下 的 计算 结果 都 是 
一 样 的 这 与 画 在 球面 上 的 地 图 情形 胡同 (那里 答 数 是 2). 因 此 这 
个 量 不 依赖 于 地 图 (因为 在 这 里 任何 地 图 都 与 其 他 地 图 一 样 ) ,而 是 
依赖 于 曲面 (不 同 的 曲面 给 出 不 同 的 答 数 ), 我 们 称 它 为 曲面 的 欧 冰 
示 性 数 . 它 是 曲面 的 一 个 括 掉 不 变量 ,这 就 是 说 不 管 曲 面 在 拓扑 上 如 
何 变化 ,这 个 蝇 都 保持 不 变 . 环 面 的 欧 拉 示人 性 数 是 0; 双环 面 的 欧 拉 示 
性 数 是 - 2. 对 克 菜 菌 瓶 (Kiein bottle) 来 说 , 欧 拉 示 性 数 是 0, 与 环 面 
- - 样 .所 谓 克 菜 黄 阁 是 一 种 奇怪 的 单 便 无 边 曲 面 , 它 在 三 维 空间 中 是 
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图 43 环 面 和 双环 面 
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2 柏 色 间 


画 不 出 来 的 , 逻 非 允许 它 自 身 相 交 { 邦 图 44). 但 是 请 注意 ,虽然 克 荣 
苗 瓶 与 环 面 的 欧 拉 示 性 数 相同 ,但 它 信 在 拓扑 上 却 并 不 等 价 :你 不 二 
能 将 其 中 的 一 个 变形 为 男 一 个 .拓扑 等 价 的 曲面 欧 拉 示 性 数 一 定 相 
等 ,但 拓扑 不 等 价 的 曲面 其 欧 拉 示 性 数 则 可 能 煌 等 ,也 可 能 不 等 . 


转 44 克 汪 蓝 疾 -一 一 由 无 按 单 抽 曲 面 构成 的 拓扑 图 形 ,在 三 维 空间 
中 只 有 在 允许 曲面 自己 * 穿 过 "自己 的 情况 下 才能 画 出 这 个 曲面 图 形 
来 .而 在 四 维 空间 中 这 样 的 自 相 交 就 设 有 必要 了 


利用 与 证 明 球面 地 图 五 色 定理 本 质 上 相生 的 方法 , 希 伍 德 证 明 
了 对 于 欧 拉 示 性 数 为 4 的 曲面, 当 n<1 时 ,用 
(7 +V 本 -344) 
种 颜色 就 可 以 给 夯 在 曲面 上 的 所 有 地 图 着 色 . 不 幸 的 是 ,mn > 1 的 只 


一 曲面 是 球面 ,对 球面 有 nn = 2. 因 此 希 伍 一 的 漂亮 结果 恰恰 在 处 理 
盆 所 腹 目的 情形 时 磁 了 壁 一 一 如 果 在 希 便 德 公 式 中 取 n = 2, 当然 会 
得 到 管 数 4! 


这 样 ,对 于 环 面 (n =0) 来 说 ,用 七 种 颜色 就 可 以 纵 上 面 的 地 图 
着 色 . 同时 ,在 环 面 上 不 难 画 出 只 用 六 种 颜色 不 够 善 色 的 地 图 来 . 因 
地 我 们 就 在 较 强 的 意义 下 证 明了 环 面 地 图 着 色 的 “七 色 定 理 ” :七 种 
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蝴 色 够 了 .此 少 了 就 不 行 ,事实 上 ,1968 年 林 格 尔 {Ringely 各 杨 斯 
《Yanungs)》 证 明了 对 于 球 徊 和 上 革 戎 苯 以 外 的 所 有 曲面 , 希 便 德 公式 
给 出 的 是 所 需 颜 色 种 数 的 准确 的 最 小 值 《 对 于 球面 情形 ,当时 还 不 
知道 重 后 的 答案 是 什么 .而 对 十 克 革 茵 捧 来 说 ,n” = 0, 希 伍德 公式 给 
出 的 答 数 是 7, 但 有 人 员外 证 明了 只 需要 六 种 颜色 就 够 了 人 .】) 


向 四 色 定 理 迈 进 


刘 希 伍德 之 丘 , 许 多 数学 家 (还 有 呈 多 的 业余 爱好 者 ) 研 究 了 四 
色 间 题 ,在 这 过 程 中 发 展 起 来 的 许多 数学 方法 最 终 都 在 数学 的 其 他 
领域 中 效 得 了 应 用 .在 所 有 这 些 努 力 中 ,有 些 对 四 色 问 题 的 最 终 解 决 
确实 可 以 被 认为 是 起 了 引导 作用 ,我 们 在 这 里 作 一 简要 的 回顾 . 

1913 年 伯 克 霍 夫 (George Birkho 他 ) 改 进 了 肯 泊 的 约 葡 方法 ,并 用 
以 证 明了 比 肯 泊 构 形 更 天 的 一 类 梅 形 是 可 约 的 . 1922 年 弗 兰 殉 林 
{Fsyankliny 利 用 伯 克 霍 夫 的 革 些 结果 证 明了 每 个 有 至 多 25 个 国家 的 
地 活 者 可 以 内 四 种 颜色 着 色 . 1926 年 雷诺 德 CReynolds) 将 这 一 结果 
推广 到 27 个 国家 ,然后 在 1938 年 弗兰克 林 叉 创造 了 31 个 国家 的 纪 
天 .1940 年 温 原 (多 inn) 证 明了 35 个 国家 的 情形 以 后 ,这 方面 的 研 窑 
丰 所 停 沸 ,直到 1970 年 , 奥 尔 (Ore) 和 吕 旧 普 朱 (Stemple) 对 所 有 至 风 
包含 40 个 国家 的 地 图 证 明了 四 色 定 理 . 在 阿 伴 尔 和 哈 肯 最 终 证 明 四 
色 定 理 而 使 所 有 这 类 结果 都 黯然 失色 以 前 ,这 个 数字 曾经 达到 96. 

位 是 ,尽管 所 有 这 些 工 作 表 明确 有 许多 的 构 形 是 可 约 的 ,在 
1970 年 以 前 所 有 已 被 证 明 可 约 的 构 形 的 集合 还 远 未 能 形成 -- 个 不 
可 避免 集 ( 如 四 色 猜 想 的 证 明 所 要 求 的 那样 ). 人 们 构造 了 各 种 各 样 
的 不 可 避免 集 , 但 它们 中 似乎 没有 - :个 可 以 成 为 可 约 枸 形 的 不 可 避 
免 集 . 你 要 么 得 到 … 个 可 约 集 ,归公 得 到 -个 不 可 避免 集 ,但 却 不 能 


人 二” 困 此 ,看 四 色 定 理 被 证 明 后 ,我 们 现在 知道 : 克 莱 茵 范 嘴 唯一 的 -种 帅 面 ,对 它 来 
说 看 仕 德 公式 没有 痊 出 准确 的 最 小 颜色 数 .一 一 景 福 . 
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和 二 办 公交 是 


二 者 兼 得 .19530 年 ,德国 数学 家 希 许 tHeinrich Heesch), 此 人 人 自 1936 
年 以 来 - 直 在 研究 四 色 间 题 , 佑 计 - 一 个 可 约 构 形 的 不 可 和 避 负 集中 能 
必须 包 合 大 约 10 000 个 不 阿 的 构 形 . 音 然 后 来 还 明 他 的 估计 是 过 分 
夸大 了 , 俱 它 却 正确 地 指明 了 :四 色 阿 题 也 许 只 有 借助 于 能 公理 三 量 
数据 的 强 有 力 的 计算 装置 才能 获得 解决 . 希 许 本 人 已 认识 到 了 处 理 
谭 大 约 网 形 集 的 能 力 可 能 是 问题 解决 的 关键 ,他 事实 古 是 第 一 个 所 
倡 讶 试 几 和 璋 用 计算 机 来 攻 殉 四 色 问题 的 数学 家 . 

希 许 从 在 述 某 些 已 知 的 证 明 构 形 可 约 的 方法 升 始 , 他 注意 齐 了 
其 中 至 少 有 -种 (是 肯 泊 方 活 的 直接 推广 ) 可 以 完全 机 械 化 地 在 计算 
板 王 完成 . 希 许 的 一 个 学 生 桂 勤 ( 必 arl Piize) 接 善 编 了 一 个 证 明 订 约 
性 的 程序 ,所 有 这 ~ 切 痢 是 利用 表示 地 图 的 邻 网 络 的 语言 米 进 行 的 ， 
后 者 提供 了 在 计算 机 上 处理 四 色 问 题 的 更 为 方便 的 形式 . 

个 需要 解决 的 问题 是 ; 美 半 一 -个 特殊 枸 形 的 可 约 性 让 明 ，- 种 
六 法 失 由 了 并 不 能 说 明 这 个 构 形 一 - 定 不 可 约 一 一 在 这 种 方法 兴 败 的 
地 方 也 许 男 -- 各 方法 却 能 成 功 , 为 了 死 服 这 - -困难 ,需要 发 展 一 整套 
证 明 可 约 性 的 谨 法 ,也 许可 以 称 这 套 方法 为 叮 约 性 证 明 的 “武器 库 ” 
于 在 1960 年 代 后 期 , 希 许 就 已 经 为 阿 营 尔 和 哈 肯 1976 年 度 死 四 色 
问题 的 最 后 决战 建造 了 ~ 个 相当 巨大 的 武具 库 . 

然而 ,在 构造 不 可 避免 构 形 集 方 面世 需要 取得 相应 的 进展 . 希 许 
曾 提 出 - :种 方法 ,类似 于 移动 电路 中 的 电荷 ,但 他 并 没有 前 进 多 远 ， 
他 本 来 应 该 继续 前 进 的 ,因为 这 上 正 是 解 次 四 色 门 题 的 法 [1 


希 许 的 电荷 法 


-个 需 用 五 种 颜色 着 色 的 最 小 正则 地 图 相应 的 邻 网 络 是 这 样 

的 网 络 (这 可 由 肖 泊 的 工作 推 得 ): 它 的 每 个 而 部 图 二 角形 ,每 个 从 点 

至 少 是 无 条 边 的 交点 ,在 一 个 砍 点 姓 相 交 的 边 数 称 为 这 个 顶点 的 阶 

数 . ) 希 省 的 旺 本 想法 是 把 邻 疝 络 看 成 也 路 ,并 给 等 个 机 点 配置 -个 

电荷. 如果. 顶点 的 阶 数 为 天, 给 它 所 配 的 电荷 基 为 6 -下 .这样 阶 数 
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为 5 的 质点 就 带 有 1 个 正 电 荷 .6 阶 更 点 不 带电 蓓 ,7 阶 项 点 带 有 电 
荷 -1, 如 此 等 等 .从 肯 泊 的 工作 可 以 推 知 整个 网 络 的 带电 量 总 和 是 
121 对 任意 网 络 均 成 立 ). 12 这 个 具体 数值 并 不 重要 ,重要 的 是 带电 
总 明永 远 是 正 数 . 
现在 假定 你 开始 语 网 络 移动 正 电荷 { 如 果 愿 意 的 话 移动 量 可 为 
分 数 ). 这 当然 不 会 引起 网 络 带 电 总 量 的 增 减 ,但 某 些 5 阶 顶 点 结果 
可 能 会 失去 所 有 的 电荷 ( 即 被 放电 ,discharged), 出 有 些 阶 数 太 于 6 
的 项 点 结果 则 可 能 带 有 正 电 { 即 被 充电 ,charged) .最 后 的 确切 状况 
显然 将 依赖 于 所 使 用 的 具体 的 重 置 redistribution, 或 称 放 电 dis- 
charging) 让 程 . 然 击 ( 这 是 关键 之 处 ) ,由 于 在 不 知道 整个 地 图 的 情况 
下 也 可 能 确定 其 一 小 片 局 部 的 布局 ,因此 纵 定 一 个 特殊 的 放电 过 程 
(适用 于 任何 地 图 ) 后 ,就 有 可 能 产生 :- 张 有 限 的 构 形 表 , 它 由 所 有 最 
后 只 带 正 电 的 构 形 组 成 . 
现在 ,因为 网 络 带 电 总 量 为 正 , … 定 有 某 些 顶点 带 有 正 电 . 这样， 
由 于 所 有 可 能 的 正 电荷 的 接受 者 都 被 包括 在 已 由 放电 过 程 产后 的 有 
限 椅 形 表 中 ,所 以 (目前 所 考虑 的 ) 每 个 网 络 必 定 包 含 至 少 一 个 这 样 
的 物 形 .换血 话说 ,所 产生 的 构 形 表 将 形成 一 个 不 可 以 免 集 ,这 正 是 
我 们 寻找 的 东西 ,上 表 泊 当初 的 示 可 避免 集 可 以 被 看 作 是 完全 设 有 电 
流 移 动 的 平易 过 程 的 产物 ,因此 放电 过 程 就 是 肯 泊 方法 的 推广 .更 进 
一 步 的 推广 应 该 能 够 带 来 更 大 的 成 功 希 望 ! 
可 以 用 -个 简单 的 例子 来 说 明 上 述 内 容 ( 虽 然 要 真正 弄 清 是 怎 
人 么 回 事 ,可 能 需要 对 这 个 鲍 子 进行 反复 的 推敲 和 琢磨 ). 假设 放电 过 
程 是 这 样 的 :从 每 个 五 阶 项 点 向 每 个 七 阶 或 七 阶 以 上 的 相 邻 项 点 转 
移 志 单位 的 电荷 ,那么 最 后 得 到 的 不 可 避免 集 是 如 图 45 所 示 的 只 有 
两 个 构 形 组 成 的 集合 .为 了 说 明 为 条 么 如 此 ,首先 请 注意 ,一 个 五 阶 
顶点 内 有 当 它 至 少 有 一 个 二 阶 邻 点 (图 45 (i)) 或 六 阶 邻 点 (图 55 
(她 时 ,最 后 才 会 带 正 电 . 六 阶 质 点 开始 不 带电 ,在 这 -过 程 中 也 不 
接受 电机 .七 阶 顶点 只 有 当 它 至 少 有 六 个 五 阶 邻 点 时 ,最 后 才 会 带 下 
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电 ; 如 果 是 这 种 情形 , 则 因 每 个 面 都 是 三 角形 ,可 以 用 :~ 条 边 将 这 些 
邻 点 中 的 两 个 连结 起 来 (于 是 图 45(i) 就 适用 于 这 样 -- 对 邻 点 ). 八 阶 
或 更 高 阶 顶 点 即使 当 所 有 的 邻 点 者 是 五 阶 时 也 不 可 能 变 成 带 正 电 的 


点 .移动 $ 单 位 的 电荷 是 根本 不 够 的 《例如 一 个 八 阶 顶 点 如 果 有 从 
个 五 阶 邻 点 ,起 始 电荷 为 -2, 移 入 8x 专 = 1 二 单位 的 正 电 ,那么 最 
后 沛 电量 为 - 训 . ) 


~, 
A 


i i 


图 4s5 由 正文 所 描述 的 简单 放电 过 程 产生 的 一 个 不 可 避免 集 .该 不 
可 避免 集 由 两 个 榴 形 (和 (fi 组 成 《i 刘 中 的 攀 形 由 两 个 连 在 -起 的 
5 和 阶 项 点 产生 ,1i) 中 的 构 形 则 出- 一 个 5 阶 顶 点 和 一 个 与 它 相连 的 厂 
阶 顶点 产生 ,这 两 对 项 点 用 黑 圈 表示 ,并 用 粗 线 过 结 .两 个 构 形 中 其 
余 的 部 分 是 根据 产生 它们 的 顶点 对 的 阶 数 应 及 网 络 的 而 都 是 三 铺 形 
这 -事实 来 确定 的 《对 外 人 删 各 项 点 的 阶 数 没 有 限制 ,图 中 用 白 圈 玫 
孙 .) 丰 可 避免 的 意思 是 指 任 何 地 图 中 至 少 能 找到 两 个 网 络 (i 和 (ii 
中 的 一 个 - 


这 样 图 示 的 两 个 构 形 就 形成 一 个 不 可 避免 集 . 就 是 说 ,因为 上 上 述 
论证 对 任意 网 络 { 对 所 考虑 的 类 型 ) 都 成 立 ,所 以 在 任何 地 图 中 都 可 
以 找到 这 两 个 构 形 中 至 少 - -个 ， 

利用 电荷 法 证 明 四 色 猜 想 的 基本 想法 是 槛 找 出 -个 放电 过 程 ， 
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使 最 后 得 到 的 不 可 避免 集 全 部 是 由 可 约 构 形 组 成 . 如 果 能 够 做 到 这 
一 点 ,四 色 定 理 将 唾 手 可 得 . (顺便 提 一 下 ,上 述 例子 中 所 产生 的 两 个 
构 形 都 不 是 可 约 构 形 .) 


四 色 和 定理 的 证 明 


那 是 在 1970 年 , 哈 肯 找到 了 - 些 新 的 方法 来 改进 放电 过 程 , 面 
对 着 党 要 巨 量 计算 时 间 的 任务 ,似乎 令 人 望 而 生 提 .尽管 如 此 , 哈 肯 
仍然 希望 这 方面 的 册 究 最 终 将 导致 四 色 猜 想 的 证 明 . 1972 年 , 哈 肯 
开始 与 隔 售 条 联手 工作 ,全 力 以 赴 争 取 将 希望 窒 成 现实 . 
他 们 的 目标 是 要 设计 一 种 放电 过 程 ,通过 它 来 产生 个 由 可 的 
构 形 组 成 的 不 可 避免 集 . 这 里 涉及 两 件 事 : 找 出 放电 过 程 ,同时 证 归 
它 所 产生 的 不 可 避免 构 形 的 可 约 性 ,他 们 首先 研究 限制 较 严 的 -类 
阅 络 ,这 类 阿 络 用 已 有 的 成 果 { 硕 许 和 其 他 人 得 到 的 ) 应 该 比较 容易 
处 理 .总 的 思 节 是 清楚 的 :从 一 个 看 似 有 望 的 放出 过 程 出 发 , 试 岁 证 
明 所 产生 的 不 可 避免 集中 的 每 个 枸 彤 都 是 可 约 的 - 如 果 表 中 的 一 个 
或 某 儿 个 构 形 的 可 约 性 不 能 闭 得 证 明 , 就 对 放电 过 程 加 以 修改 ,使 那 
些 有 麻烦 的 构 撒 不 再 出 现 .真是 说 蝶 来 容易 做 起 来 难 ! 光 是 头 两 个 
放电 过 程 的 试 算 就 花费 了 好 几 个 星期 的 人 机 “对话 ”但 事情 偿 是 址 
逐渐 地 取 待 进展 .正当 两 人 普 心 寻求 改进 的 可 约 性 证 明 方 法 之 时 , 愉 
好 有 - -种 类 似 的 道 过 人 的 介入 来 加强 的 计算 机 实验 方法 可 供应 用 . 
三 年 之 后 ,大 约 在 1976 年 初 ,他 们 感到 已 经 积累 了 足够 的 知识 ,可 以 
改动 最 后 的 进攻 了 .作为 全 部 实验 工作 的 结果 ,他 们 发 展 了 ~ 种 放电 
过 程 , 可 纪 能 产生 一 个 由 可 约 构 形 组 成 的 不 可 避免 集 . 他 们 还 编写 了 
-个 证 明 可 汐 和 性 的 程序 ,似乎 是 以 应 付 可 能 遇 到 的 各 种 构 形 .他 们 使 
用 的 计算 机 程序 具有 自我 修 止 的 特性 ，- 旦 过 到 一 个 不 能 证 明基 可 
约 性 的 构 形 ,于 电荷 就 会 自动 地 移动 起 来 以 求 排除 困难 ,但 是 这 一 切 
果真 能 行 之 有 效 吗 ? 回答 这 问题 的 唯一 办 法 就 是 到 计算 机 上 去 通过 
程序 ,看 看 究竟 会 发 生 什 么 事情 .他 们 是 这 样 做 了 . 
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六 个 月 以 万,1976 年 6 月, 他们 终于 得 到 了 同 管 .他 们 的 程序 
《在 两 位 非常 内 行 的 程序 专家 的 帮助 下 ) 成 功 地 让 表 了 四 色 定 理 . 前 
后 经 过 整整 四 年 的 紧张 工作 ,在 共 花费 了 1200 个 计算 机 小 时 .从 最 
升 始 的 放电 过 程 到 最 后 获得 成 功 的 放电 过 程 ,中 间 经 过 了 500 余 次 
的 修改 ,并 瑟 是 不 同 的 计算 机 运算 的 结果 . 隔 位 数学 家 亲 白 用 王 算 分 
析 了 10000 儿 个 正 电 葵 项 点 的 相 邻 网 络 , 而 计算 机 则 检查 了 2000 多 
个 构 形 并 且 证 明了 不可 避免 集中 总 共 1482 个 移 形 的 可 约 性 .但 一 切 
都 很 顺利 . 下 多 年 的 私 力 终于 缚 出 了 硕 时 . 

数学 的 还 和 狗 从 此 炳 然 新 ! 


阅读 文献 


美 于 四 色 疝 题 获 解 的 通俗 易 烧 .非常 全 面 的 说 明 是 Kenneth Appe 和 Wolf- 
garng Jiaken 为 Scierniitiec Ameriran 华 志 摆 写 的 葡 章 the Solution of the four ~ colar 
- map problem (Volume 237{0cotober 1977), pp. 108 — 21). 

为 了 男 答 认为 他 们 的 证 明 有 卖 陷 前 一 些 批评 ,这 两 位 作者 还 撰写 了 另 一 简 
关于 他 们 的 证 明 的 文章 ( 比 上 述 那 篇 文章 有 更 多 的 数学 内 容 , 但 仍然 是 说 明和 性 
的 ) ,HT The Mathemaiical Inteljgeneer, Yolume 8 《1986) ,pp-10 一 20. 该 立 题 为 
The four coler proof suffices( 四 色 证 明 够 了 ) ,是 由 俩 利 庶 地 方 邮 局 1976 年 为 庆 
杭 四 色 癌 题 获 解 斋 佑 用 的 邮 蕉 上 -- 句 请 “four eolors sui6ce" (四 种 颜色 够 了 ) 改 
变 而 来 ,当时 档 尔 收 到 盖 有 上 述 闻 截 的 信件 而 事先 又 不 了 解 情 况 的 人 肯定 会 感 
到 莫名 其 妙 . 

详细 介绍 四 芭 间 题 及 其 解决 情况 的 书 有 Thomas 工 -Saaty 和 Paul C.Kainen 
著 的 The Four Colour Problemt MeGraw ~ Bil, 1977). 

N. Biges .FE. Lloyd 和 及. Wilsor 所 著 fmph Theory 1736 ~ 1936(Oxdord Uni- 
versity Press, 1976) 一 书 担 殿 了 关上 一般 图 论 发 展 的 良好 的 和 全 面 的 谷 络 . 


〔( 李 文 林 译 ) 
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数学 中 最 著名 的 定理 


1983 年 初 ,29 岁 的 西 德 数 学 家 G 法 尔 廷 斯 (Gerd Faltings) 证 明 
了 -- 个 结论 , 它 标 志 着 数学 中 最 著名 的 未 解决 的 问题 到 得 了 100 多 
年 来 最 重大 的 进步 .这 辣 题 自然 就 是 已 有 300 年 历史 的 难题 一 一 党 
马 最 后 定理 中 ; 它 的 盛名 远 远 趟 出 了 数学 界 , 凡 受过 教育 的 人 几乎 没 
有 不 知道 它 的 {虽然 可 能 并 不 了 解 它 的 具体 内 容 ). 这 个 问题 的 起 源 
却 只 是 滚 莫 写 在 一 本 书 的 页 边 空白 处 的 几 徊 话 . 

皮 埃 尔 : 德 . 费 马 (Pierre de Fermat) 于 1665 年 1 月 12 日 去 世 时 ， 
是 当时 欧洲 著名 的 数学 家 .尽管 今天 他 的 名 字 常 限 数论 为 伴 ,可 是 由 
于 他 在 这 一 领域 的 大 部 分 工作 超前 了 时 代 ,致使 他 的 同 代 人 更 多 了 
解 的 有 是 他 有 关 坐 标 玫 何 ( 费 马 独 立 于 笛 卡 儿 (Descartes) 发 明了 坐标 
几何 ) .无穷小 演算 (牛顿 和 莱 布 尼 菠 (ELeibniz) 使 之 硕果 累累 ) 和 概率 
论 ( 这 门 学 科 本 质 上 是 费 马 和 届 斯 卡 (Pascal) 创 立 的 ) 的 研究 .从 总 体 
上 看 , 费 蕊 并 非 专 业 数 学 家 ,他 的 职业 是 律师 兼 土 伦 地 方 议会 的 推 
事 久 ,16531 年 他 30 岁 时 获得 这 个 职位 . 

费 蕊 登 上 法 学 职位 后 开始 业余 的 数学 研究 :虽然 过 去 并 未 受过 
正规 的 数学 训练 ,但 他 很 快 对 数学 产生 了 浓厚 的 兴趣 .可 异 费 马 没 有 [177] 


人 费 马 最 后 定理 亦 称 红 沁 大 证 理 .一 一 详 者 注 . 
加 推 韦 ;magisrate, 负 南山 理 案件 的 宫 员 ,一 ~- 译 者 注 . 
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第 8 章 ， 坦 马 最 后 定 寻 


养 成 发 表 成 果 的 避 伟 ,事实 上 和 在 共 整 个 数学 生 涟 中 ,他 未 发 表 任何 东 
西 { 除 了 极 少数 司 外 ) , 另 一 方面 , 费 妆 保持 了 眼 同 时 代 的 最 活 涉 和 基 
伟大 的 数学 家 之 间 的 广泛 的 通信 联络 -在 那个 由 数学 巨人 组 成 的 世 
给 里 ,有 德 秒 格 (Desargues) . 笛 卡 儿 .帕斯卡 、 活 里 斯 (Wallis) 和 和 雅克 
由 努 时 (Jacques Berneuli) ,而 这 位 公 以 数学 为 业余 爱好 的 法 国人 能 
和 和 他们 中 的 任何 -位相 丸美 : 皮 怒 和 尔 : 德 : 费 马 堪 称 " 了 业余 者 中 的 工 
子 ”. 

洲 名 的 “最 后 定理 ”的 生长 道路 网 湾 长 又 有 趣 , 1453 年 , 君 士 坦 
] 保 落 入 土耳其 人 之 于 ,拜占庭 的 党 者 纷纷 逃 回 西 方 ,也 带 去 了 希腊 
学 者 的 手稿 ,其 中 有 备 番 图 的 $ 算 术 》 这 部 书 一 直 留 传 蔡 今 , 但 在 
1621 年 前 几乎 无 人 去 读 它 ,这 一 年 , 克 沼 德 ` 巴 舍 (Claude Bachet) 按 
有 昭和 希腊 原文 泪 了 新 的 版 本 ,并 附 有 拉丁 文 译文 .注释 和 评论 ,这 才 使 
履 洲 数学 家 注意 到 这 本 书 , 似 乎 费 马 就 是 读 了 这 本 《算术 开始 对 数 
论 产生 兴趣 的 . 

《 算 椒 》 写 于 约 公元 3 世纪 ,是 丢 镭 图 的 主要 著作 ,而 且 是 第 一 本 
见 诸 文字 的 代数 书 . 有 关 两 个 (或 多 个 } 变 量 的 整 系数 方程 的 有 理 数 
租 问 题 , 有 是 书 中 比较 重要 前 部 分 .今天 的 数学 家 在 研究 这 些 问 题 时 ， 
通常 只 限于 求 整 数 解 , 这 对 大 多数 情形 没有 本 质 上 的 差别 .如 对 于 有 
3 个 变量 的 组 性 方程 


2 +3Y+42=0, 


其 有 理 数 解 为 X= 十， Y= 而:2 = -二 ,车 用 4,10 和 5 的 最 小 公信 
数 20 来 乘 它 们 ,就 得 到 整数 解 下 =S$,Y=2,Z= -4. 同 样 的 方法 可 
用 于 其 他 许多 情形 ,从 而 把 有 理 数 解 转换 成 整数 解 .对 于 本 章 所 考虑 
前 所 有 方程 , 王 述 转换 都 能 实现 ,所 以 在 大 多 数 捕 形 ,我 们 将 只 考虑 
整数 解 . 

存 浪 巴 使 版 的 4 算术 》 时 , 费 马 言 次 在 页 边 空 白 处 写 些 简 要 的 注 
记 . 在 他 去 世 后 $ 年 ,其 子 塞 细 尔 (Samuel) 开 始 搜集 父亲 的 笔记 和 信 
件 准 备 出 版 .地 无 意 中 发 现 了 这 本 写 有 注 记 的 《算术 少 ,于 是 快 定 出 版 
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此 书 的 新 版 .并 把 费 蕊 写 的 页 过 注 记 作 为 蔬 的 附录 .48 条 “对 丢 盔 图 【178; 
的 评 诈 “ 塞 幼 和 尔 这 样 称 秤 那些 注 记 ) 中 的 第 2 共 , 费 马 写 在 卷 I 天 备 

图 问题 8 旁 的 空中 处 , 原 问 题 是 "给 定 一 个 平方 数 , 将 其 写成 其 他 两 

个 平方 数 之 和 ”, 费 马 在 旁 写 道 ( 拉 十 文 ):; 


男 一 方面 ,不 可 能 将 一 个 立方 数 写成 两 个 立方 数 之 和 ,或 者 
将 -- 个 四 次 于 数 写成 两 个 四 次 天 数 之 和 .一 般 地 ,对 任何 一 个 
数 , 其 置 次 大 于 2, 就 不 可 能 写成 辐 具 次 的 别 两 数 之 和 .对 此 命 
草 我 得 到 了 一 个 真正 奇妙 的 证 明 , 可 展 空 白 杰 小 无 法 写 下 来 . 


用 代数 术语 讲 , 玉 番 图 问题 想 要 求 出 满足 方程 
x + y? 三 Ed 


的 x ,y 各 z, 这 是 极 容易 的 事 . 费 己 在 页 边 的 注 记 断 言 ,车 a 是 人 于 
2 的 白 然 数 , 则 人 方程 


Ei 

不 存在 有 理 数 解 ( 如 第 3 章 所 措 出 的 ,在 丢 番 图 时 代 , 大 们 不 认为 0 
是 个 数 , 丰 某 种 程度 上 这 也 是 费 马 时 代 的 认识 ,所 以 平 几 解 一 一 邮 至 
少 有 - -个 变量 取 癌 的 解 不 在 考虑 之 列 . 所 以 此 问题 仅 涉 改正 有 
理 数 解 ). 

注意 ,山上 上述 简 单 的 论证 可 知 , 对 十 丢 鳃 园 问 题 和 费 雹 的 断言 ， 
将 有 理 数 解 转 搞 成 { 正 ) 整 数 解 并 无 任何 实质 差别 ,因为 任何 有 理 数 
解 郁 能 导出 :个 整数 解 . (反之 ,任何 整数 解 显然 也 是 有 理 数 解 . ) 于 
是 ,我 们 可 以 将 费 马 最 后 定理 (回忆 - -下 他 的 页 边 注 记 ) 说 成 是 :对 任 
意 大 十 2 的 自然 数 n ,方程 


和 二 
无 正 整数 解 . 
它 为 何 叫 * 费 马 最 后 定理 " 呢 ? 这 种 称呼 的 来 历 多 少 有 点 含混 . 
我 们 不 确切 知道 费 苇 何 时 写 下 这 一 著名 的 页 边 注 记 ,似乎 是 在 他 首 .179， 
次 研读 摆 番 图 的 书 的 时 期 , 即 17 世纪 30 年 代 欧 基 个 日 子 . 这 是 他 的 
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第 8 沼 - 间 双 总 后 定 如 
数学 牛 涯 刚 开 始 前 时 候 ,所 以 钨 不 会 是 他 提出 的 最 后 一 个 定理 .更 天 
的 可 能 是 ,他 身后 留 下 的 众多 定理 中 ,这 是 最 后 -一 个 留待 证 明 的 (其 
果 它 能 被 证 明 的 话 }》! 

天 面 解 释 了 了 为 什么 用 "最 后 "这 个 词 .区 为 什么 称臣 为 "定理 " 呢 ? 
难道 费 与 真 的 得 到 了 他 所 说 的 "非常 奇妙 的 证 明 " 了 ”虽然 存在 这 种 
可 能 忻 , 亿 在 证据 表册 他 犯 了 错误 , 费 马 本 人 后 来 由 认识 到 犯 了 铺 
谋 , 他 提出 的 其 他 定理 ,或 在 信 中 ,成 在 向 其 他 数学 家 提出 的 挑战 性 
问题 中 ,都 叙述 或 重复 论述 过 .对 xi+y3 = 和 xi+ Yi= zt 这 两 种 
特 跌 情形 ,他 也 在 其 他 地 六 讲述 过 , 礁 独 完整 的 最 后 定理 虹 简 单 地 出 
现在 页 边 广 证 中 .很 可 能 他 看 出 了 如 何 去 证 n = 4 的 情形 .可能 也 看 
出 了 Pa =3 时 的 证 法 (对 这 两 个 指数 调 言 ,定理 肯定 是 对 的 ), 并 认为 
他 前 论 证 坟 法 可 推广 到 其 他 任何 整数 x 的 情形 ,但 其 后 发 现 情 况 并 
非 如 此 ， 由 于 从 未 打算 出 版 这 些 页 边 注 记 ， 费 马 可 能 觉得 没有 必要 运 
问 头 来 收 动 它 ,确实 ,他 很 可 能 完全 局 了 他 和 写 下 了 些 什 么 ! 

尽管 存 车 通 人 的 心目 中 ,相信 费 费 己 真 的 找到 了 -个 证 出， 
意 内 是 个 动人 的 页 事 :17 世纪 的 一 位 业余 爱好 者 证 明了 -- 个 结果 ， 
它 你 得 其 后 (至 少 )350 年 间 的 教学 家 为 之 奋斗、 劳 而 无 功 .他 的 问题 
妇 此 简明 ,因而 这 个 故事 更 寅 感染 力 . 侧 生 永 寺 存 在 费 马 是 正确 的 可 
能 性 ! 

不 论 费 七 得 到 述 足 没 得 到 证 明 , 事 实 是 尚 无 其 他 人 能 解决 这 个 
摇 似 简单 的 问题 ,这 并 不 是 向 少 人 问津 造成 的 .许多 大 数学 家 在 它 身 
上 绞 尽 了 脑 计 ,对 这 个 问题 的 研究 已 引出 了 全 新 的 数学 领域 的 发 展 
{参见 后 面 的 内 容 ), 著 本 整 本 的 书 在 讨论 它 ( 其 中 一 些 列 在 本 章 末 
尾 ) .确实 , 斌 图 证 明 最 后 定理 的 努力 得 到 了 一 系 州 意 想不到 的 成 果 ， 
费 马 最 后 定理 对 数学 其 他 部 分 的 意义 已 远 远 超 出 了 定理 本 身 . 如果 
明天 能 证 明 费 马 最 后 定 埋 ,也 就 不 峭 能 从 它 旦 出 新 的 数学 成 果 了 , 它 
的 重要 性 仅 依 赖 于 两 件 事 : 它 的 和 名声 以 及 旭 下 事实 一 一 - 自 没 人 能 
让 明和 它 ! 

本 章 和 将 凸 答 的 问题 是 :我 们 现在 对 最 后 定理 知道 些 什 么 ? 1983 
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数学， 新 级 黄色 财 代 ， 


年 那个 德国 数学 家 取得 的 "最 重大 的 进步 "是 什么 ? 
毕 达 哥 拉 斯 三 元 数 


赫 番 图 的 k 算 发 》 中 引出 最 后 定理 的 那个 问题 是 希望 找 出 -种 解 
方程 zz + y*= zz 的 方法 .由 十 该 方程 跟 毕 达 哥 拉 斯 (Pythagoras) 定 理 
有 明 昌 的 联系 ,所 以 任何 满足 方程 的 二 个 整数 x ,y,z 被 称 为 一 组 上 华 
达 哥 拉 斯 三 元 数 ,例如 因为 


32 +42= 52， 
所 以 数 3,4 利 5 构成 一 组 毕 达 哥 拉 斯 二 元 数 , 一 后 你 得 到 一 组 毕 达 
可 拉 斯 三 元 数 , 你 就 能 从 它 导 出 无 穷 多 组 其 他 的 毕 达 哥 拉 斯 二 元 数 ， 
下 法 是 用 尾 版 的 数 乘 这 二 个 数 就 行 了 .例如 用 2 乘 三 元 数 3,4,5 得 
6,8,10, 这 也 是 一 组 毕 达 哥 拉 斯 三 元 数 , 因 为 
6 +8 = 10, 

用 3 乘 得 9,12,15 亦 然 ,但 从 本 质 上 看 ,我 们 此 时 只 得 到 组 解 , 即 
3,4,S, 其 余 的 此 是 它 的 变种 . 妇 方 而 ,5,12,13 则 蚌 完全 不 辣 的 另 
一 组 解 { 它 照样 也 能 导出 它 自 己 的 解 的 家 族 ),.3,4,5 和 和 5,12,13 这 
两 组 解 跟 通过 羔 常 数 导出 的 无 穷 多 的 解 的 差异 在 于 ,这 些 原始 的 解 
无 公 因 子 , 妈 没有 一 个 数 能 同时 整除 3,4,5, 也 没有 一 个 数 能 同时 整 
除 5,12,13. 

一 般 而 论 ,车 a,5,c 是 任 一 组 毕 达 如 拉 斯 三 元 数 ,那么 任 一 倍 
数 ma ,m8 ,me 亦 然 ;反之 , 若 u,v,w 十 尾 一 组 毕 达 哥 拉 斯 三 元 数 ， 
了 4 是 uo,40 的 公 因 子 , 则 gwd,v/Ad ,w/t 也 是 毕 达 哥 拉 斯 三 元 
数 , 为 了 突出 诸 如 3,4,5 和 5,12,13 这 样 的 “基本 的 "三 元 数 的 特性 ， 
数学 家 称 无 公 因 子 ( 除 了 1) 的 毕 达 哥 拉 斯 三 元 数 为 本 原 毕 达 哥 拉 斯 
开元 数 .本 质 1. ,于 番 图 问题 是 要 寻找 -种 能 够 得 出 所 有 本 原 毕 达 哥 
拉 斯 三 元 数 的 方法 . 

根据 相当 简单 的 数学 推 羡 ,可 以 得 到 能 生成 所 有 可 能 的 本 原 毕 
达 再 拉 斯 一 元 数 x ,y,z 的 公式 : 
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第 攻 章 “ 费 蕊 最 后 定理 


t=2s1, y= — 27, Ze 8 +e, 
其 中 s, 是 仔 取 的 自然 数 ,要 求 s 大 于 1.s 有 和 上 无 公 因 子 ,* 和 上 中 有 
一 个 是 偶数 , 另 一 个 为 奇数 . 例如 取 ;=2,1 = 1, 二 元 数 为 x =4,y = 
43,z=5; 取 3s=3,t=2, 风 x=]2,y=5,z=13;s=4,t=1, 则 x=%8, 
y=15,z =17, 等 等 . 
欧 几 里 得 的 {原本 》( 约 公元 前 350 ~ 300 年 } 中 已 有 完整 求解 上 
述 丢 番 图 问题 的 内 容 ， 


n 二 4 的 情形 


假如 已 解 实 了 丢 盔 图 问题 ,如 何 去 证 明 费 马 最 后 定理 本 身 呢 ? 

该 定理 (以 整数 形式 表示 ) 说 :对 任何 自然 数 n >2, 方 程 
X= 

万 ( 正 ) 整 数 解 .你 如 何 证 明 (或 试图 去 证 明 ) 这 类 命题 呢 ? 

胃 智 的 第 - 步 是 先 研究 邢 种 特殊 情形 ,如 令 m=3,m=4 或 丑 = 
5; 若 能 证 明 这 些 情 形 ,你 也 许 就 会 明白 该 如 何 去 证 整个 定理 .看 来 ， 
费 马 本 大 必定 也 是 走 的 这 条 路 ,我 们 掌握 的 只 -具体 的 证 担 基 他 对 
n=4 的 情形 所 懒 的 工作 ;实际 .上 ,这 是 人 们 所 能 见 到 的 叭 一 的 由 和 费 
马 本 人 所 作 的 数学 推理 ! 它 出 现在 $ 算 术 》 的 另 -- 处 页 边 注 记 中 .有 
元 的 是 ,这 个 很 特殊 的 注 记 又 是 这 样 结尾 的 :“ 页 边 空 白 赤 小 ,我 无 法 
写 出 完全 的 证 明和 所 有 细节 .” 

在 解释 费 乌 的 论证 以 及 它 如 和 何 去 证 明 n = 4 的 情形 ) 之 前 ,你 
可 能 会 自问 如 何 ( 用 - - 般 的 术语 ) 对 付 ( 诸 如 )n =4 时 的 问题 .你 可 能 
会 试 几 组 x ,y,z 的 具体 数值 ,检查 它们 之 中 是 否 有 满足 如 下 方程 
的 : 


x y= a4. 


(可 以 怨 象 ,你 不 希望 找到 解 , 因 为 费 马 就 是 那样 说 的 . ) 在 试 过 多 组 

数值 后 (没有 找到 解 ), 你 可 能 会 去 编 -个 计算 机 程序 ,以 便 对 方程 的 

解 作 更 广泛 和 系统 的 研究 .比如 对 x.y,z 试 也 从 1 到 100 的 所 有 整 
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数 { 实 际 运 有 更 有 效 的 方法 ). 但 在 计算 机 上 算 了 元 个 小 时 ,你 仍 不 会 
成 起 ;这 种 办 法 之 所 以 无 效 是 很 旺 然 的 ,因为 无 沦 你 的 计算 机 功能 如 
何 强 太 ,也 无 论 你 的 算法 的 效率 有 多 高 ,这 种 战略 在 证 明 费 马 的 论断 
(此 时 是 n=4) 六 面 绝 不 会 成 幼 . 最 后 定理 (rn =4) 渐 家, 没有 一 组 三 
元 数 居 x++y4= zz 的 解 ,为 此 你 需要 检验 无 穷 多 组 三 元 数 , 而 根本 
不 存在 … 种 计算 机 能 使 你 检验 殉 穷 多 种 情况 . 这 种 方法 倒 可 能 用 于 
香 证 最 后 定型 ,因为 此 时 只 消 找 出 满足 费 马 方程 的 一 组 解 就 饮 了 .为 
扩 证 明 最 后 定理 ,或 证 明 它 的 人 在 何 -一 种 特殊 情形 ,我 们 需要 利 精 巧 的 
数学 三 法， 

数学 中 常用 的 一 种 最 可 靠 的 办 法 是 通过 导出 学 盾 来 证 明 命 题 ， 
当 你 想 让 明 (n = 4 于) 不 存在 满足 方程 x*4+ y4= z+ 的 解 ,时 时 可 先 
假定 它 有 一 个 解 , 比 如 x,y,z, 然 后 基 二 这 个 假设 (用 数学 推理 ) 演 绎 
出 六 盾 来 ,一 比 蛙 婴 蔬 盾 , 休 就 达到 了 外 的 ,因为 耶 征 只 能 来 自 错 误 
的 假设 一 一 -你 在 这 蛙 的 假设 是 方程 存在 个 解 ， 

我 们 面临 的 问题 是 如 人 柯 从 你 的 假设 演绎 出 矛盾 . 对 于 包含 自然 
数 的 任何 陈述 (如 最 后 定理 ) 击 富 , 费 弓 创 造 了 一 种 特别 有 效 的 证 曲 
方法 , 即 所 谓 的 无 限 递 降 法 .他 说 这 是 他 在 数论 中 进行 所 有 证 明 的 基 
碘 . 费 马 在 《4 算术》 的 页 边 空白 好 凉 章 书 就 的 拖 个 (上面 提 到 过 ) 注 记 ， 
就 是 这 种 方法 的 一 个 说 明 , 其 中 涉及 著名 的 毕 达 哥 拉 斯 三 角 找 (你 将 
立即 看 到 它 跟 n =4 时 的 最 后 定理 的 联系 ). 

据 众 所 周知 的 蚂 由 ，- 个 = 角形 被 称 为 是 毕 达 可 拉 斯 的 (简称 毕 
氏 的 ) , 若 它 含 有 一 个 直角 且 二 条 过 的 长 度 缘 是 整数 . (换言之 , 毕 氏 
二 角形 是 其 边 长 构成 一 组 毕 达 哥 拉 斯 三 元 数 的 二 节 形 .) 费 马 证 明 的 
是 ;这样 的 三 角形 的 面积 弧 不 是 平方 数 ( 即 绝 非 整数 的 平方 ). 他 的 证 
明 如 下 . 

人 慨 设 存在 一 个 毕 氏 二 和 角形, 共 面 积 怡 是 某 整 数 的 平方 . 今 *,yyz 
是 三 角形 的 边民 ,z 是 斜 过 (有 见 图 46) ,于 是 由 毕 达 哥 拉 期 定理 可 知 ， 
x,y,z 满足 恒等式 


™ - 
x + = 2 
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图 46 竟 号 有 关 毕 达 母 拉 斯 二 角形 的 结论 . 据 毕 达 哥 摘 斯 定理 , 直 
骨 王 骨 抠 的 过 长 满足 方程 


2 二 下 = 22. 
此 时 ,三 角形 的 面积 公式 为 
而 积 = 到 


费 蕊 利用 无 限 下 了 周波 ,从 假设 ,yz 靳 为 整数 ,三 角形 而 积 是 盯 个 
药 数 的 闻 方 出 发 ,演绎 出 自 相 矛盾 的 结论 . 


令 三 角形 面积 为 u2(w 是 整数 ). 根据 面积 会 式 , 我 们 有 


u2 = PE 


忆 靠 一 种 相当 巧妙 的 论证 , 费 马 能 导出 另 一 组 正 整数 ,了 ,ZZ 和 i， 
恒 得 


慎 2 十 y= 22 UN, F< 


[论证 的 细节 见 HM' 爱德华 兹 (Edwards) 关 于 费 马 最 后 定理 的 书 的 
第 上 章 , 参 多 本 章 末 的 书目 . ?由 此 我 们 能 容易 地 推导 出 所 需 的 矛盾 - 
才 .T,Z 具 有 *,yryz 的 所 有 性 质 , 故 可 和 施 以 同样 的 论证 而 导出 另外 4 
个 下 整数 1, 了 Zi 了 使 得 


X94 Y= Zi, UT= XIY,21<Z. 


类 似 地 ,又 必 存 在 另 4 个 下 整数 下 ,,Y;,2z, Uz, 使 得 
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X33+ V3= 7 一 XV Li Fl, 
这 种 推 苦 过 程 可 无 限 继续 下 去 .我 们 你 这 种 过 程 为 无 限 素 降 ,因为 正 
整数 z ,2 ,21,22,… 一 越 来 越 小 ( 即 z > > 21> 22>…). 但 这 将 引 
出 六 盾 , 因 为 不 存在 巨 际 的 止 黎 竹 亲人 当 你 降 到 + 之 后 就 不 得 
不 停止 这 … 过 程 . 所 以 ,结论 具 可 能 是 不 存在 面积 为 某 个 整数 的 平方 
的 毕 氏 二 角形 . 

费 切 似乎 是 为 了 证 明 n=4 时 的 最 后 定理 市 构造 了 上 述 方 法 ， 
尽管 没有 直接 的 证 据 表 明 他 具体 地 找 天 了 两 者 的 联系 ,为 了 从 上 述 
涉及 毕 氏 三 角形 的 结论 推导 出 n =4 情 形 下 的 最 后 定理 ,所 需 的 仅 
是 下 述 简 单 而 巧妙 的 技巧 ， 

设 广 程 x4+ y= z* 有 一 组 解 .根据 解 的 值 ,我 们 取 we = y*,8 = 
2x272 ,6 = 244 x4,d = yixz. 上 反复 利用 熟知 的 代数 恒等式 

(rr +53)2=r?+2rs + s2, [185] 
你 就 得 到 (请 自己 检查 一 遍 !) 
ai+ pb = (2 区 4)2 十 中 424 


一 58 Ir + rs + dred 


并 且 有 


方 ab = yx = (yr) = d? 


于 是 ,a?+ b?=c?, 且 方 地 = 虹 . 俱 上 面 已 经 证 明 这 是 不 可 能 的 .因此 


所 作 的 假定 “方程 xz4+ y+ = x* 有 解 " 必 定 是 错 的 ,证 明 完毕 ， 
由 此 立即 可 得 ,最 后 定理 对 于 为 4 的 任 一 售 数 时 成 立 . 理 由 
很 简单 ,车 方程 
村 
有 和 解 x=a,y=48,z=c, 那 么 at,b*,oct 将 是 方程 x++ yt= z4 的 解 ， 
而 队 队 征明 这 是 不 可 能 的 . 
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更 一 般 地 , 苦 能 对 任 : -给 定 的 指数 m 证 明 最 后 定理 成 六 ,那么 
该 定理 对 指数 为 m 的 任 -倍数 时 亦 真 , 浆 因 为 所 有 大 于 2 的 整数 或 
是 可 被 大 于 2 的 素数 整除 ,或 是 可 被 4 整除 (或 同时 被 两 音 整 除 ) ,所 
以 为 了 完全 证 明 最 后 定理 ,只 需 考 虑 = 为 大 于 2 的 素数 ( 即 奇 系数) 
或 n=4. 由 上 所 述 知 n =4 的 情形 已 经 解决 ,问题 便 归结 为 n 是 奇 
素数 的 情形 了 . 

进 - - 步 的 研究 往往 将 奇 素数 分 成 两 种 从 属 的 情形 .首先 要 注意， 
朗 n=2 时 ( 毕 达 站 拉 斯 汪 亏 数 ) 的 情形 类 似 , 阁 x,y,z 是 方程 

XA + 
的 解 .那么 xx ,y,z 的 任 -… 信 和 数 也 是 解 ,所 以 真正 要 讨论 的 章 题 是 :对 
于 给 定 的 是 否 存在 本 诛 解 , 即 无 公 多 于 的 解 x,y,z. 对 于 给 定 的 
奇 素数 p ,指数 为 p 时 的 ) 最 后 定理 的 第 一 种 从 属 情形 是 指 : 方 得 
ba 

不 存在 本 原 解 x ,Y ,z ,使 得 p 不 能 整除 x ,y 和 z 中 的 任何 一 个 .第 二 
种 从 属 情形 是 指 :方程 不 存在 本 原 解 x ,y,z ,使 得 p 能 整除 x,y 和 2 
中 的 一 个 ,显然 ,对 给 定 的 p ,要 证 上 明 指 数 为 p 的 最 后 定理 等 价 于 证 
明 跟 这 个 p 相应 的 两 种 从 属 情形 .将 一 个 命题 分 解 为 黄种 从 属 和 情形 
来 证 ,其 好 处 在 于 能 在 “分 而 治之 "的 基础 上 取得 某 些 进展 ,我 们 将 在 
本 章 后 面部 分 再 讨论 这 个 问题 . 

如 前 所 述 ,我 们 尚 无 证 据说 明 费 马 确 实 对 n = 4 的 情形 证 明了 
最 后 定理 . 上 面 简略 提 到 的 他 对 上 毕 达 如 拉 斯 三 角形 所 证 得 的 结论 表 
明 ,他 完全 有 能 力 据 此 证 明 n =4 的 情形 , 泡 论 如 何 , 大 多 数 资 料 使 
太 乐 二 相信 他 获得 了 此 项 成 果 . 有 关 n=3 时 的 最 后 定理 的 证 明 , 同 
样 被 一 片 阴云 所 乱 单 ;尽管 几乎 所 有 的 人 都 把 它 归 功 于 LL: 欧 拉 , 但 
无 法 得 到 确切 的 定论 ,因为 在 他 有 关 这 一 证 明 的 唯 ~… 出 版 物 中 同样 
存在 漏洞 . 
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n =3 的 情形 


在 1753 年 8 月 4 日 寄 给 已 - 襄 德 巴赫 (Goldbach) 的 信 中 , 欧 拉 宣 
布 他 上 成功 地 证 明了 n =3 时 的 费 马 最 后 定理 .但 没有 给 出 证 明 . 直到 
1770 年 ,他 才 在 圣 ' 获 得 你 出 版 的 他 的 & 代 数学 导论 》 中 给 出 了 一 个 
证 明 . 怨 是否 在 1753 年 已 经 得 到 了 证 明 , 现 不 得 而 知 ,但 1770 年 的 
证 明 肯 定 有 严重 缺 障 . 不 过 ,对 十 =3 的 情形 ,这 一 缺陷 尚 可 补救 ; 
而 对 其 他 情形 ,类似 的 铺 灌 却 无 法 克服 . 欧 拉 的 证 明太 长 ,无 法 在 此 
给 出 细节 ,但 为 解释 网 拉 所 犯错 误 的 性 拷 , 有 必 香 泛泛 地 描述 一 番 ， 
进而 说 明 对 其 他 情形 的 最 后 定理 ,这 种 错误 是 致命 的 ， 

如 阿 竟 蕊 对 =4 情 形 的 "证 明 " 一 样 , 欧 拉 地 使 用 子 无 限 递 降 
法 .他 先 假定 xs3+ y=z; 存在 解 x,y,z; 然 后 推导 出 必 存 在 另 -组 
解 .了 ,ZZ ,使 得 Z <z. 整个 论 让 的 症结 在 于 证 央 如 下 命题 :着 p 和 
如 是 两 个 无 会 因 上 的 数 ,区 右 p+ 39“ 是 立方 数 , 则 必 存 在 数 a 和 五 ， 
使 得 p =@3-9a82 和 9=3a25 -382. 此 命题 完全 正确 , 吕 用 欧 拉 在 
别处 提出 的 方法 证 明 . 和 但 在 他 发 表 的 最 后 定理 的 证 明 中 , 欧 拉 采 用 了 
一 种 新 型 的 论证 法 ,其 中 涉及 有形 如 a + bv -3 的 数 (a,& 是 整数 )， 

我 们 能 够 理解 欧 拉 为 什么 要 用 a + 5 v 一 3 这 样 的 数 . 先 将 {a + 
5 -3)3 展开 , 它 等 于 


作 适 当 合并 后 变 为 
(a — Qab?) + (3a2b 一 383)w -3. 
所 世 , 关 p=a -9ob7,g=3a -3p{ 正 是 被 他 证 明 的 命 古 中 提 到 
的 式 子 ) ,那么 
ptgv 3a+bw 一 3)3， 
注意 . 命题 中 的 “个 假设 为 p? + 392 是 立方 数 ,这 等 价 于 (P + 
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gw -3ip-9w-3) 是 立方 数 , 朴 整 个 命题 可 重 述 为 :其 p 和 4g 大 
公 因 了 ,用 若 (p gw -3)fp -gw -3) 基 立方 数 ( 在 含有 -3 的 
数 系 中 ) ,那么 p+ gv 一 3 必 六 立方 数 ( 这 多 是 在 ptgv -3=(@t 
bv 一 3 的 意义 下 的 结论 ,此 处 a .5 为 整数 )， 

为 了 证 明 重 述 后 的 命 灼 ,了 欧 拉 的 推理 如 下 : 数 a+Bv -3{ta,b 
起 可 以 变化 的 整数 ) 形 成 - -个 数 系 , 它 非常 像 由 整数 构成 的 数 系 ( 参 
见 第 3 章 ), 若 m 和 有 其 两 个 纵 定 的 无 公 因 子 的 整数 ,有 日 着 ma 是 说 
方 数 , 则 m 和 n 绒 为 立方 数 .通过 燃 比 , 欧 控 认 为 这 结论 对 由 -3 
愧 成 的 数 系 同样 适用 ;因为 如 欧 拉 正确 证 明了 的 ,着 p,g 无 公 因 子 ， 
使 茵 会 了 v -3 数 系 中 的 数 p+rgwv -3 和 p -gw ~3 亦 无 公 因 于 
(在 - 3 数 系 内 ) ,于 是 立即 可 导出 所 希望 的 结论 . 

上 还 论证 中 的 黎 陷 -一 一 - 个 严重 的 缺 倍 是 用 跟 整 数 的 类 比 
进行 推理 造成 的 , 实 陈 上 这 种 类 比 根本 不 可 车 . 星 然 a + 了 wv -3 这 
个 数 系 在 许多 方面 跟 整 数 系 相似 (两 个 系统 都 构成 整数 环 , 人 参见 第 3 
章 ) ,但 它 并 不 具备 整数 的 全 部 性 质 . 欧 拉 的 证 明 中 用 和 到 的 最 要 紧 的 
件 质 , 即 唯 - -因子 分 解 定理 , 对 整数 系 是 成 立 的 (算术 基本 定理 ,好 
每 个 整数 可 唯 -- 分 解 成 素数 的 飞 积 . 若 你 讯 过 第 3 章 ,你 会 知道 由 
v -3 形成 的 数 系 也 确实 只 备 这 种 性 质 , 所 以 欧 拉 的 结论 是 正确 的 . 
和 是 你 从 第 3 章 也 知道 ,总共 只 布 9 个 整 糙 根 能 保证 唯 因子 分 解 
的 性 贡 ,v -3 恰 足 其 中 之 -- .网 拉 完 全 是 千 运 气 , 才 使 他 用 这 种 类 比 
论证 时 没有 辟 致 错误 . 如果 他 试图 去 还 i =5 时 的 最 后 定时 ,就 要 利 
用 a+tbv 5 这样 的 数 , 那 么 他 的 方法 就 失效 了 .我 们 即将 看 到 , 唯 
-- 因 于 分 解 的 失效 像 -- 块 暗 雄 ,许多 意欲 获得 的 证 明 痢 会 内 它 而 失 
败 . 


上 峙 看 两 种 情形 :n=5 和 n=7 


1825 个 ,P- 狄 利克 重 {Peter Gustav Lejeune Dirichlst, 他 刚 到 20 
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宏 } 册 让: 一 也 : 勒 让 德 (Adrien ~ Marie Legendre ,他 已 年 过 70 岁 ) 证 明 
了 as=5 时 的 最 后 定理 .他 们 的 方法 基本 上 是 欧 拉 对 n =3 时 所 使 用 
力 法 的 征 香 . 跟 看 奢 里 起 关键 作用 的 等 式 
ptyv -3=-{(atbhbv -3) 
类 似 的 等 式 基 
p+q3= (a+t+ byv5). 

然而 ,为 了 证 明 p + 9 YS5 是 五 次 每 数 ( 此 时 肯定 不 能 使 用 跟 整 数 作 类 
比 来 推理 ), 他 们 不 仪 必须 假定 p* -5g* 是 五 次 短 ,p 和 4 无 公 因 于 
跟 n=3 时 :一样 ), 而 且 还 要 很 定 p 和 9 中 只 有 -个 是 偶数 , 且 9 可 
被 5 整除 .他 们 也 没有 使 用 唯一 困 子 分 解 定理 5 因为 此 时 它 不 成 立 ). 

随 着 =5 情 彤 的 解决 ,到 那 时 为 止 天 家 都 使 用 的 方法 ,开始 显 
现 出 不 堪 重 负 的 迹象 ,对 代数 工具 的 要 求 变 得 越 来 越 苛刻 . 1832 年 ， 
狄 利克 雷 在 寻找 n =7 的 证 明 方 法 失败 后 ,成 功 地 证 明了 nm = 14( 这 
是 个 机 当红 的 结论 ?时 最 后 定理 成 立 . 1839 年 ,局 : 拉 梅 (Gabriel 
Lamé) 终 于 证 明了 = 了 7 的 情形 ,他 必须 诉 诸 于 某 些 跟 7 了 本身 结合 得 
十 分 紧密 的 精巧 本 其 ;因此 若 不 采用 全 新 的 手法 ,人 们 无 望 将 他 的 方 
法 应 用 于 下 一 个 m = 11 的 情形 . 正 是 拉 梅 本 人 于 1847 年 提出 采用 
新 的 行动 路 线 的 建议 ， 


分 圆 整数 和 拉 梅 的 宣告 


拉 梅 的 建议 的 核心 是 试图 利用 n 次 复 单位 根来 彻底 解决 最 后 
定理 的 证 明 , 所谓 ”次 复 单位 很 是 指 一 个 复数 r, 它 满足 严 =1, 但 必 
产 1 ,天 为 小 于 叶 的 任意 止 整数 (这 里 的 n 为 任意 一 个 奇 素数 ), 对 任 
意 取 定 的 奇 素数 (实际 上 是 对 任意 的 奇数 nm), 数 1 有 Pm -1 个 次 
复 根 .如 对 于 n=3,1 的 两 个 3 被 复 根 为 

_L,3,_L_8, 


2+24 T7272 
{你 可 以 通过 计算 出 这 两 个 复数 的 立方 来 验证 .) 
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第 8 奉 费 马 最 后 定理 


引进 + 的 月 的 何在 ?到 那 时 已 找到 的 对 n = 3,4,5,7 等 情形 的 
证 明 ,无 一 不 要 依靠 代数 中 的 某 种 因 于 分 解 ,如 对 n =3 的 情形 利用 
了 和 树 子 分 解 式 


X32 yy +). 
拉 梅 认识 到 ,5 增 大 时 证 明 的 周 难 程度 也 增加 ,其 原因 在 于 进行 这 类 
因子 分 解 时 ,被 分 解 后 的 因子 中 有 -- 个 的 次 数 越 来 越 高 .引进 7 就 有 
可 能 彻底 地 将 徊 + 入 分 解 成 详 个 岗子 ,它们 都 是 1 次 的 . 
为 了 进行 因子 分 解 , 应 注意 到 复数 1,7r,r…-,r :是 复方 程 
一 1= 作 


的 根 , 所 以 有 
zn =z (zr)(s er) m1). 
假定 令 z = 一 x/y, 并 用 y* 乘 方程 的 两 边 , 你 将 得 到 (因为 m 是 奇 
数 ) 
a yxy) y+ yr x + yr 1). 
上 式 中 x* + y" 的 每 个 复 因 子 和 名 是 下 述 形 式 的 数 的 特殊 情形 ; 
ot or + G2ri+ "+ arm"!, 

其 中 oo,&1,… ,046-1 是 整数 ,这 种 类 型 的 数 一 一 由 整数 和 + 的 器 组 
成 现在 称 为 分 国 整数 (所 有 这 样 的 数 仍 然 跟 其 个 取 定 的 奇 素 数 
2 有关 ). 如 同 高 斯 整数 或 上 面 出 现 过 的 形 如 a+bw -3 这 样 的 数 ， 
分 圆 整 数 也 构成 一 个 数 系 , 它 在 某 种 程度 上 类 似 于 普通 的 整数 (它们 
组 成 一 个 环 ; 相 关 的 定义 参见 第 3 章 }. 

1847 年 3 月 1 日 ,极度 兴奋 的 拉 梅 向 巴黎 科学 院 的 成 员 作 报 
告 ,化 说 他 终于 证 明了 费 马 最 后 定理 . 他 的 关键 思想 是 利用 了 (现在 
所 称 的 ) 分 圆 整数 . 这 使 他 通过 无 限 递 隆 法 得 到 了 完全 的 证 明 , 它 跟 
欧 拉 对 n =3 时 的 论证 于 分 相像 《他 的 论证 中 最 关键 的 -- 步 是 证 明 
了 :车 x?+ yy" 的 因子 x + yx+ 十 97" 无 公 因 子 , 则 r+ 
和 z" 相等 这 一 究 实 莹 含 了 每 个 因 了 于 x 二 ,二 和 T,X 二 71 莉 必 
定 是 某 个 n 深 蛤 .) 
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的 同事 J 刘 维 不 (Joseph Liouville) 在 几 个 月 衣 向 他 建议 的 . 当 拉 梅 入 
座 时 , 止 好 也 和 在场 的 划 维 处 间 道 ., 若 仅 代 证 明了 这 些 内 子 中 征 有 两 个 
有 会 因子, 拉 梅 真 的 能 推出 x” + 天 的 每 个 央 上 都 是 m 次 短 吗 ?他 接 
普 指 出 ,对 于 普通 的 整数 这 一 推理 是 对 的 ,位 它 依赖 于 唯 :因子 分 解 
定理 ,而 他 知道 对 丁 分 加 整数 并 不 存在 这 样 的 定理 . 

刘 维 尔 事先 中 否 知道 欧 拉 先前 犯 的 错误 ,我 们 不 得 而 知 . 无 论 如 
何 , 他 的 发 言 正中 拉 梅 论 让 的 楼 宕 .正良 调 究 人 迫 的 拉 梅 经 过 几 周 勇 化 
的 拼搏 , 试 赂 摊 救 他 的 让 明 , 但 最 后 认识 伸 他 犯 了 个 无 法 无 天 的 错 
误 . 他 写 信 给 他 在 柏林 的 朋友 狄 利克 雷 :“ 如果 你 在 巴黎 或 我 在 柏林 ， 
这 一 切 可 能 不 会 发 生 ," 捉 实 上 ,造成 拉 梅 极度 窒 迫 的 局 面 也 许可 以 
避免 , 忆 如 他 知道 EE: 库 默 尔 (Ernst Eduard Kummer) 约 在 3 华 前 发 表 
的 “篇 文章 的 话 .( 不 知 何 故 , 库 歇 尔 选 拌 了 一 份 极 不 引 人 注 日 的 刊 
物 一 一 布雷 斯 劳 大 学 庆祝 哥 尼 斯 供 大 学 周 咎 纪念 文集 3》, 让 他 的 这 
篇 文章 人 在 那里 沉睡 ,当然 这 对 拉 梅 并 不 失 公 平 .】 


库 默 尔 的 工作 和 理想 数 


库 默 尔 在 1844 年 的 文章 中 己 证 明 , 对 分 贺 整 数 而 言 ,唯一 圭 子 
分 解 和 定理 通常 不 成 立 .这 论断 完全 挫 段 了 拉 梅 对 最 后 定型 的 证 明 . 
但 是 到 1847 年 . 当 拉 梅 和 数学 界 的 共 他 人 知道 这 一 结论 时 , 库 默 尔 
已 研究 出 -- 套 邻 人 人 准 忘 的 新 理论 , 它 表 明 有 一 种 方法 可 以 改变 截 一 
过 了 分 解 的 概念 ,以 便 建 六 适合 十 分 六 整数 的 一 种 合理 的 “数论”. 他 
的 型 论 的 基础 是 存 分 贺 整 数 的 算术 中 引进 他 称 之 为 理想 素 因 子 的 概 
念 这 一 做 法 有 有 点 类 似 二 在 普通 整数 的 算术 中 导入 虚数 i. 利用 
库 默 尔 的 理想 数 ,涉及 整数 的 叭 :因子 分 解 方面 的 许多 鱼 论 可 以 对 
分 珊 碟 加 以 让 时 (对 在 证 明 费 马 最 后 定 王 的 知 种 情形 时 出 现 的 诸如 
a+bhw-3 这 样 的 数 亦 然 ). 

库 默 多 的 上 和 作 是 口 费 马 莽 后 定理 问世 至 (本 章 开 头 担 玉 的 )1983 
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年 那 项 成 果 出 现 前 最 重大 的 成 就 .他 在 1847 年 得 到 的 成 果 已 可 对 下 [1921 
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述 情形 证 明 最 后 定理 :所 有 小 于 37 的 素 指 数 ( 因 而 对 所 有 小 于 37 的 
痢 数 亦 然 ) , 除 37 .59 和 67 以 外 的 所 有 小 于 100 的 素描 数 . 这 高 数学 
家 和 红 尽 心机 得 到 n=5 种 n=7 时 的 证 明 才 出 这 几 年 , 

不 仪 如 此 , 库 战 尔 的 美 键 性 新 概念 理想 数 ,原来 还 是 一 -种 特别 有 
用 和 和 涉及 范围 极 广 的 概念 , 它 将 引出 一 个 点 -- 艇 的 概念 一 一 理想 ,以 
及 - -整个 数学 分 支 一 一 理想 论 .后 者 的 亲本 蛛 理 更 已 成 为 大 党 数学 
系 学 生 的 例 行 课程 -虽然 库 轩 尔 的 理想 数 对 费 马 最 后 定理 的 应 用 电 
巷 人 注 上 日 ,但 事实 证 明 ,理想 这 一 概念 木 身 是 库 软 尔 对 其 他 数学 领域 
作出 的 最 重要 的 贡献 ， 

确实 ,正如 库 默 尔 这 项 成 条 的 深远 意 广 不 在 十 对 最 后 定 埋 的 应 
用 一 样 ,他 的 出 发 点 本 也 不 是 为 了 证 明 费 马 的 断言 . 舌 默 尔 像 高 斯 那 
样 .和 直 试图 将 高 斯 证 明了 的 .次 互 反 律 推广 到 高 识 豆 皮 律 . 正 症 这 

种 兴趣 导致 他 于 1859 年 证 明了 更 强 的 - - 艇 性 结论 . 这 件 事 告 诚 人 们 

应 注意 费 巧 最 后 定理 跟 高 次 互 反 律 的 密切 联系 ， 


则 素数 


库 献 尔 的 工作 对 最 后 定理 的 特殊 价值 在 二, 它 提出 了 ~ 种 算术 
性 质 的 条 件 , 一 种 使 最 后 定理 成 立 的 龙 些 奇 素数 次 徊 必 须 满足 的 条 
件 . 即 车 -- 个 奇 素数 p 满足 库 默 尔 的 条 件 , 岂 方 程 

%P 十 9 一 加 

无 解 .今天 ,我 们 称 满 足 库 默 尔 条 件 的 素数 为 正则 素数 .小 于 100 的 
素数 中 仅 有 37 ,59 和 67 不 是 正则 素数 ,这 是 库 默 尔 本 人 于 1847 年 
证 明 的 ， 

什么 是 正则 素数 呢 ? 此 概念 跟 第 3 章 描述 的 类 数 有 密切 联系 . 
正则 素数 是 指 不 能 整除 相关 分 圆 数 域 的 类 数 的 素数 .解释 这 个 定义 
需要 很 多 笔 硬 ,幸好 有 另 - :个 只 涉及 比较 简单 的 概念 的 (等 俐 ) 定 义 ， 
回忆 第 3 章 的 内 容 , 我 们 知道 e 是 一 个 标 礁 的 数学 常数 , 它 用 雹 穷 小 
数 表 示 时 的 头 儿 位 数字 是 2.71828…, 对 于 任何 一 数 1,e! 的 值 由 下 
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列 无 穷 和 给 出 : 
i t 1 纪 or 
eltirtart+art . 


册 努 里 数 B; 定 闵 为 下 述 讽 疗 和 的 系数 : 


2 3 
上 上 i 
并 B11Ti+t B27+ Bs 37+ 


这 些 只 努 里 数 的 值 的 变化 极 无 规则 , 对 所 有 奇数 上 (除了 天 = 1, 此 时 
Bi=- 7),B 为 宪 . 对 偶数 天 ,前 几 个 Bs 的 值 为 


] | ! 1 
Bs G68 ~ 0867 42' Bs= ~ 30° 

5 691 -7 3617 
Bio= EG: Bli=™ 73773014= GBis= 510° 


依据 这 些 贝 如 里 数 ,我 们 可 定义 正则 素数 ;车 索 数 p 不 能 整除 任 --- 
个 Bi Bs 如, 3 的 分 下; 则 它 是 正则 的 , (由 此 可 知 , 着 p 至 人 少 能 整 
除 内 努 电 数 Bi, Ba ,B,. ;中 的 一 个 的 分 子 , 则 op 就 是 非 正 则 的 . ) 

信 努 里 数 给 而 的 正则 性 定义 ,提供 了 - -种 使 用 计算 机 检验 素数 
止 划 性 的 方法 ;虽然 直接 按照 上 述 定 义 进 行 检 验 的 效率 不 高, 但 在 实 
际 点 用 时 ,可 根据 具体 的 由 努 里 数 的 特 姓 导出 更 简易 的 计算 方法 . 
{检验 正则 性 时 ,计算 者 面临 的 难题 是 有 些 册 努 里 数 的 分 子 非常 太 , i941 
例如 


B= 37 7687858307 
到 一 看 + 


它 全 可 用 手 算 来 处 理 ,而 Bw0 的 分 子 竟 有 250 位 数字 . ) 

如 上 所 述 , 最 早 从 事 判 定 正则 与 非 正则 素数 的 计算 工作 的 是 库 
默 尔 本 人 .他 检验 到 164, 小 于 此 数 的 非 正 如 素数 有 37,59.67,101， 
103.131,149 和 157, (对 于 每 一 种 情形 , 库 默 尔 都 必须 证 暴 所 讨论 的 
素数 能 整除 菜 个 贝 努 里 数 的 分 于 ,例如 ,37 能 整除 Ba 的 分 子 ,59 能 
整除 Ba 的 分 子 , 而 157 能 整除 Be 和 B16 的 分 江 .】》 

存 20 记 纪 30 年 代 , 斯 塔 福 德 (Stafford) 和 范 近 弗 (Yandiver) 使 用 
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台式 计算 机 (并 利用 基 些 判定 正则 与 非 正 则 性 的 新 方法 ) 检 验 了 直到 
617 的 所 有 素数 .在 1954 年 , 随 着 电子 计算 机 的 出 现 , 菜 靳 (Lehmer) 
和 范 迪 弗 算 到 了 40031 ,后 来 又 月 人 算 到 30000. 1976 年 ,美国 依 利 诺 
斯 大 学 的 S$' 比 格 斯 塔 大 (Wagstaff) 借 助 于 1BM 360 -的 和 卫 M 370 
让 算术 ,对 所 有 小 于 125000 的 素数 的 正则 性 作出 了 涛 断 . 

基于 数值 计算 可 知 ,大 约 60 铝 的 素数 是 正则 的 .为 精确 上 起见, 对 
于 较 天 的 点 ,让 得 到 如 下 比值 : 

小 于 NN 的 非 正 则 素数 的 个 数 
: 小 于 NN 的 素数 的 个 数 

西 格 尔 (Siegel) 在 1964 年 得 到 的 虽 不 严格 但 可 能 成 立 的 论证 表明 ， 
上 述 的 比值 “应 该 是 ”1 1se; 背 取 两 位 小 数 , 其 值 窜 为 (我 们 所 希 
望 的 )0.,39; 

尽管 正则 素数 在 数量 :上 点 有 明显 的 优势 ,但 我 们 并 不 能 肯定 它 
是 否 有 无 穷 窗 个 . 令 人 惊 育 的 是 ,1915 年 和英 森 (Jensen) 通 过 数值 计算 
证 明 存 在 元 穷 多 个 非 正则 素数 ,这 和 级 乎 是 在 说 一 个 较 大 的 集 可 能 是 
有 限 的 ,而 那个 显然 小 一 些 的 集 倒 已 被 证 明 是 无 限 的 ! 


=0.39, 


现 状 


库 默 尔 1847 年 的 结论 表明 , 若 p 是 正则 音 索 数 , 则 最 后 定理 对 


宪 指 数 p 成 立 .但 是 p 为 非 正则 素数 时 奶 何 呢 ? 库 默 饼 的 结论 对 此 


问题 无 能 为 力 【 显 然 并 不 能 推出 此 时 最 后 定理 不 成 立 ,我 们 兵 能 说 
库 默 尔 的 特殊 论证 方法 此 时 不 起 作用 ,而 定理 本 身 仍 可 能 由 其 他 并 
和 经 证 明 是 正确 的 . ) 几 年 后 , 库 默 饼 对 素数 附加 了 比 正则 ) 性 更 一 般 ( 尽 
管 不 够 精密 ) 的 条 件 , 它 也 能 保证 最 后 定理 成 立 . 非 正 则 素数 37,59， 
67 就 满足 这 种 条 件 , 因 此 节 怡 好 能 宣告 对 于 100 以 内 的 指数 ,最 后 
定理 都 成 立 . 此 后 大 们 发 现 了 (附加 和 于 素数 的 ) 更 广泛 的 条 件 ,致使 乓 
格 斯 塔 夫 于 1976 年 用 计算 机 证 明了 ,对 所 有 小 于 125000 的 释 指 故 , 
最 后 定理 都 是 王 确 的 . 
7 


目前 可 搜集 到 的 有 关 最 后 定理 的 其 他 信息 ,涉及 上 面 提 到 过 的 
将 每 种 情形 分 解 成 两 种 从 属 的 情形 .对 一 给 定 的 奇 素数 p ,第 一 种 从 
属 情 形 说 ,方程 


十 和 二 闪 

不 存在 这 样 的 本 原 解 x ,y.,z, 使 得 p 不 能 整除 x,y 和 z 中 的 任何 一 
个 ;第 二 种 从 届 情 形 说 ,不 存在 这 样 的 本 原 和 解 x ,y,z, 使 得 p 能 整除 
x.Y 和 z 中 的 -个 .经 过 若干 盾 的 努力 ,对 第 -种 从 属 情 形 取得 了 …- 

1832 年 ( 比 瓜 梅 和 库 软 尔 的 工作 早 许多 年 ) ,法 国 数 学 家 S: 热 尔 
最 (Sophie Germain) 证 明 : 若 p 是 奇 素数 并 使 得 2p + 1 也 是 素数 , 则 
最 后 定理 的 第 一 种 从 属 和 情形 对 p 成 豆 ( 当 时 是 这 样 说 的 :要 是 措 数 
为 bp 的 费 蕊 方程 有 解 .p 必须 能 整除 组 成 该 解 的 二 个 数 中 的 一 个 ). 
尽管 存在 许多 素数 p 使 得 2p + 1 也 是 达 数 (例如 p=3,5,11), 因 而 
可 以 应 用 热 尔 曼 的 辣 论 ,但 我 们 不 知道 是 任 存 在 无 穷 多 个 这 样 的 素 
数 ， 

接着 , 勒 让 德 {Legendre ?拓展 了 热 尔 曼 的 思想 ,对 具有 如 下 性 质 
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所 有 素数 成 立 ， 
1985 年 ,美国 人 癌 德 勒 受 !Adleman) ,法 国人 福 里 (Fourry) ,英国 
大 希 斯 - 布 朋 (Heath - Brown) 利 用 热 尔 曼 和 准则 的 -一 种 推广 形式 ,第 
一 坎 证 明 最 后 定 理 的 第 一 种 从 属 情 形 对 无 究 欠 个 素数 成 立 ( 尽 管 取 
得 了 这 一 进步 ,位 量 后 定理 仍 可 能 仅 对 有 限 多 个 震 次 的 情形 成 立 ) . 
本章 开头 提 到 的 法 尔 竺 斯 于 1983 年 获得 的 引 人 注 月 的 成 果 是 
什么 呢 ? 他 证 机 ,对 每 一 个 大 于 2 的 指数 mn , 费 马 方程 
X= 
至 多 有 有 限 儿 个 本 原 解 .这 一 -证 明 使 他 赢得 了 1986 年 的 非 尔 北 
(Fields ) 奖 章 . 
它 是 否 能 导 禾 最 后 定理 的 完 侈 证明 仍 是 个 涟 ;得 它 把 奢 在 无 袜 
多 个 解 的 可 能 性 降 到 了 最 多 只 可 能 存 有 限 多 个 解 , 这 确实 是 近 出 了 
一 大 步 .( 请 注意 ,法 尔 廷 斯 的 结论 只 是 说 解 的 个 数 有 限 ,但 没有 指出 
和 解 的 个 数 的 上限 是 名 少 .) 
事实 上 ,上 述 结论 是 法 尔 迁 斯 证 明 的 更 一 般 的 结论 ( 称 为 英 代 尔 
猜想 ) 的 一 种 特殊 情形 ,1922 年 ,L: 英 代 尔 (Lewis Morde]) 猜 测 ; 任 一 - 
系数 为 有 理 数 的 两 变 元 不 可 约 多 项 式 , 若 亏 格 大 于 或 等 于 2, 那么 它 
最 多 有 有 了 限 多 个 (有理 数 ) 解 .( 如 果 你 曾 锡 到 过 亏 格 "这 个 数学 词 
汇 , 你 就 知道 莫 代 人 处 猜想 扁 于 拓 杆 学 的 范围 ,我 们 将 在 第 10 章 讨 论 
这 门 学 问 , ) 因 为 多 项 式 
XX" + Y? 二 (7) 
tn 宕 3) 满 足 莫 代 尔 猪 想 中 的 假定 ,所 以 立即 可 知 这 个 方程 最 狠 有 有 
限 个 有 理 数 解 .由 于 方程 
x 二 (8) 
的 任 -整数 解 可 导出 方程 (7) 的 有 理 数 解 (用 z"* 除 方程 (8) 的 两 边 )， 
故人 8) 的 不 同 的 本 震 解 将 给 出 方程 47) 的 不 阅 的 有 理 数 解 ,由 此 部 可 
推出 方程 468? 仅 有 有 限 个 本 诛 整 束 解 . 
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我 们 现存 面临 着 什么 祥 的 形势 氟 ? 对 直至 125000 的 所 有 指数 ， 
费 马 最 后 定理 都 是 对 的 ;但 除了 附加 了 极 强 限 秆 的 第 一 种 从 局 情 形 
外 ,我们 仍 不 知道 是 否 有 无 穷 多 个 指数 使 最 后 定理 成 立 . 赶 出 我 们 已 
掌握 的 这 个 极限 ,也许 有 -个 或 许多 索尼 数 p( 比 125000 大 ) 使 该 定 
理 不 成 立 ; 对 这 种 p, 可 能 仪 有 有 限 个 本 厚 解 存在 .车 p 小 于 
65000000000 ,那么 ( 因 这 样 的 p 使 第 -- 种 从 属 情形 成 立 ) ,在 任 一 解 的 
三 个 数 中 至 少 有 -- 个 能 被 p 整除 ,所 以 方程 中 会 出 现 超过 
12500013530% 的 数 . 另 一 方面 ,车 p 比 6000000000 大 ,那么 我 们 将 届 到 
更 太 的 天 文 数字 .就 任何 实用 的 目的 而 言 ,最 后 定理 是 “ 真 的 ” 当然 ， 
对 数学 家 而 言 ,事情 绝 不 能 就 此 结束 .只 有 得 到 严格 的 证 明 或 否 证 ， 
最 后 定理 的 问题 才 算 解 决 .上 且 前 ,我 们 达 不 清楚 已 有 的 知识 对 达到 这 
-- 与 标 有 和 何 用 处 .也 许 需 要 全 新 的 方法 ,这 样 ,最 后 定理 又 可 能 引导 
出 对 其 他 数学 领 成 有 重要 意义 的 成 果 . 

非常 可 能 发 生 的 情况 (尽管 不 能 绝对 肯定 } 是 , 若 想 找到 完全 的 
解答 ,我 们 需要 大 大 超出 "初等 "范围 的 知识 . 这 意 昧 着 ,众多 的 业余 
数学 家 ( 像 费 马 ?) 他 们 常常 宣布 自己 证 明了 最 后 定理 一 一 几乎 
无 例外 地 都 犯 了 铺 误 .事实 上 .仔细 检查 这 类 证 明 的 话 ,通常 总 能 发 
刺 季 们 的 论证 连 n =3 的 情形 部 证 明 不 了 ,而 那 是 网 拉 在 1753 年 就 
证 明了 的 .人 们 发 现 ,每 年 都 有 太 量 这 类 “证 明 " 出 现 , 错 误 “ 证 明 ”" 中 
的 绝 天 多数 都 要 求 得 到 使 最 后 定理 成 为 真正 的 定理 的 荣誉 . 

太 量 此 类 “证明 ?都 寄 往 西 德 哥 延 根 大 学 的 数学 研究 所 .第 一 个 
证 明 费 马 最 后 定理 的 人 ,将 赢得 话 尔 夫 斯 克 尔 (名 olfskell) 奖 ,并 将 获 
得 法 国 科学 院 于 1816 年 设 的 金 质 奖章 和 3000 法 邹 奖 金 .前 -一 项 奖 
是 哥 鞍 根 和 皇家 科学 院 根据 P. 活 尔 夫 斯 克 尔 的 遗 咕 设 立 的 ,1908 年 此 
蜂 初 设 时 的 奖金 额 是 10 万 马克 .此 后 ,部 着 德国 通货 不 断 的 常常 还 
是 令 人 吃惊 的 变化 ,目前 的 奖金 额 为 1 万 多 一 点 西 德 马克 (如 果 到 

786 


“198 


【二 99 ] 


[200] 


2007 年 9 月 13 日 仍 无 人 能 获得 它 ,此 项 奖金 将 被 取 消 .) 

尽管 对 此 奖 的 申请 论文 有 许多 严格 的 规定 ,可 廷 根 数学 研究 所 
仍然 平均 每 周 收 到 一 篇 应 征 论文 瘟 求 评审 .这 比 设 瞻 头 一 年 的 情况 
好 驳 了 , 那 年 共 软 到 621 份 申请 1 

未 受过 训练 的 业余 爱好 者 { 且 不 说 有 和 经 验 的 专家 )} 获 得 成 功 的 机 
会 微乎其微 , 正 因 鸭 如 此 ,数学 妆 并 不 鼓励 列 人 来 一 试 身 手 . 由 于 做 
数学 研究 首先 是 兴趣 所 致 , 谁 又 会 去 干扰 他 人 的 快 事 吕 ” 当 你 试 着 
去 做 了 ,而 且 ( 极 大 的 可 能 是 ) 和 失败 了 ,那么 ,你 至 少 能 因 历 史上 众多 
最 著名 的 数学 家 也 未 能 证 明 这 个 氛 人 的 问题 而 得 到 安县 ;如 果 你 去 
做 了 ,而 且 成 功 了 呢 …… 


阅读 文献 


至 少 有 身 本 书 出 色 而 全 而 地 介绍 了 有 关 费 马 最 后 定理 的 各 种 信息 .Harmid 
姓 . 开 gwards 的 Fermat 's Last Theorem (Springer - Verlag;1977) 中 有 3 章 的 队 容 是 
非常 “初等 的 ” ,然后 才 转 入 较 难 懂 的 概念 ,后 者 体现 了 本 世纪 研究 这 一 问题 的 
基本 特征 . 

Paulo Ribenbvim 的 13 Lectures on Fermat’s Last Theorem (Springer — Verlag， 
1980} 盟 然 没 有 纵 读 者 提供 较 易 读 的 入 门 章节 ,但 也 出 色 地 讲述 了 大 最 信息 . 

1. N.Stewart 和 D.O, Tall 的 Algehraic Number Theory (Chapman and Hall. 
1979) 涉 县 相当 和 多 的 有 关 费 马 最 后 定理 的 内 容 和 相关 的 课题 ,此 书 的 对 象 是 大 
学 数学 系 的 学 生 . 

类 似 程度 的 另 一 本 很 出 色 的 读本 是 David Burton 的 Flementary Number The- 
ory( Allyn and Bacon,1980), 它 不 仅 讨论 了 费 马 最 后 定理 ,还 讲述 了 数论 中 所 有 
其 他 的 课 仁 . 


( 表 向 东 译 ) 
译 后 记 ; 


赛马 最 后 定理 经 过 三 个 多 世纪 的 温 长 历程 ,终于 在 1994 年 9 月 得 到 了 完 
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全 的 证 明 . 最 后 的 牙 坚 路 线 跟 费 马 本 人 . 欧 拉 和 库 黑 尔 等 入 的 完全 不 同 , 它 是 现 
代数 学 许多 分 支 { 诸如 精 男 曲线 理论 , 模 形 式 理论 ,车 罗 华表 示 理 论 , 等 等 ) 综 会 
发 挥 必用 的 结果 .由 于 整个 证明 讨 程 涉 及 众多 高 深 的 数学 理论 , 许 许多 多 数学 
家 为 业 作 出 了 页 献 , 我 们 无 法 在 该 里 -- 一 细 述 ,只 能 极 粗 略 闻 句 划 出 证 明 路 线 
的 舱 廊 . 
在 本 世纪 50~60 年代, 数论 研究 中 逐 河 形成 了 -- 个 重要 和 狗 想 , 它 最 早 由 从 
山 丰 ({Y ,Taniyama) 提 出 ,后 经 志 村 五 好 (Goro Shimara) 和 各 A: 事 泵 (Weily 精 炬 成 
如 下 形式 :有 理 数 域 上 的 每 条 椭圆 曲线 都 是 模 曲 线 .( 现 在 -一 般 称 之 为 谷山 -上 志 
村 狂想.) 
从 多 年 代 后 期 开始 ,有 人 将 费 马 方程 只 + 后 = 加 和 和 形 如 
y=x(x+d)tr+B) (1) 
的 衫 加 曲线 相 联 系 , 最 初 的 着 弛 上 岂 是 利用 跟 费 马 最 后 定理 有 闫 的 结论 来 证 明 与 
精 浏 曲线 有 关 的 结论 .1985 年 ,GG' 夺 惠 (krey) 在 两 者 约 联系 方面 这 出 了 关键 的 
一 步 , 体 在 -- 次 演说 中 提出 :假定 费 蕊 最 后 定理 不 咸 立 , 即 存 在 -- 组 非 零 整数 
gr , 便 得 ar+5=cr(n >2), 那 么 用 这 组 解构 竟 出 的 形 如 (1) 的 灯 国 曲线 
{ 即 在 (1 证 取 4 = wr ,B= -如 , 现 称 这 类 构 男 曲线 为 弗 赖 曲 版 ), 不 可 能 是 横 曲 
强 , 此 结论 显然 和 从 山 - 志 守 猜 想 荐 盾 . 如 果 弗 种 的 结论 和 志 村 铺 想 都 得 到 证 
明 是 正确 的 ,根据 反 证 法 的 泗 辑 可 知 ,“ 慨 定 费 马 最 后 定理 不 成 立 " 必 是 错 的 , 因 
而 导出 费 怠 最 后 定理 成 立 . 可 异 弗 束 本 人 未 能 证 明 他 的 结论 ;1986 年 ,KX 里 . 
(Rihet) 按 早 本 一 P' 塞 尔 {fSerre) 的 思想 证 明了 弗 赖 的 论断 .于 是 ,证 明 费 马 最 后 
定理 的 工作 归 丫 为 去 证 明 兴 一 志 村 猜 焰 . 
当时 的 数学 家 们 普遍 认为 ,要 证 明 谷 山 一 志 村 精 想 冰 是 很 疯 远 的 事 .但 是 
英国 数学 家 &. 怀 尔 斯 (Wiles) 对 这 种 看 法 不 以 为 然 , 他 立即 集中 全 副 精 力 去 证 
明 这 个 铺 想 .经 过 了 年 的 存 斗 , 司 拓 斯 寺 1993 年 6 月 在 英国 创 桥 大 学 牛顿 数学 
科学 研究 所 举行 的 数学 讨论 会 上 ,报告 了 他 对 如 下 结论 的 证 明 ; 对 有 理 数 域 上 
-- 大 类 椭圆 曲线 (用 专业 术语 应 称 为 半 稳 定 的 杆 图 由 线 ), 耸 山 -上 沁 村 辅 想 成 
立 . 由 于 弗 蒜 曲线 怡 好 局 于 半 稳 定 的 精 圆 曲线 的 范围 ,因此 费 配 景 后 定理 自然 
成 为 怀 汞 斯 的 结果 的 摊 论 . 据 称 怀 尔 斯 的 证 明 上 长 法 200 页 .按照 数学 界 的 习惯 。 
全 的 证 明 在 得 到 最 后 确认 前 ,必须 经 过 其 他 有 基数 学 家 的 详细 审查 ,尽管 当时 
许多 人 相信 怀 尔 斯 的 证 明 是 经 得 起 推荐 的 .好 襄 多 谦 , 事 情 并 未 就 此 了 结 .有 关 
怀 尔 斯 的 证 明 中 存在 瀑 润 的 传闻 不 有 蚂 而 走 .1993 年 12 月 4 日 , 怀 尔 斯 宙 同 行 们 
发 出 一 份 轧 子 邮件 , 隶 认 他 的 证 明 中 确 有 漏 澜 . 数 学 家 对 待 证 明 的 态度 是 十 分 
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著 & 蕴 ; 费 马 最 后 定 理 
严肃 的 ,不 容 半 点 沼 混 .1994 条 10 月 25 日 ,美国 魏 玄 惧 州 立 大 学 教授 尺 ' 重 宣 
(Robin) 以 电子 邮件 向 数学 界 的 朋友 发 出 了 并 愤 和 而 乐观 的 消息 : 

“今天 早 朋 ,有 了 两 篇 论文 已 经 公开 ,它们 是 ; 模 精 加 曲线 和 器 矶 最 后 定理 `”- 
作者 是 &* 怀 尔 斯 六 某 些 赫 克 (Hecke) 代 数 的 环 论 性 质 " ,作者 是 R* 秦 勒 iTaylor) 
和 点 " 怀 尔 斯 .第 一 篇 是 一 篇 长 文 ,…… 它 宣布 了 寓 马 最 后 定理 的 -- 他 证 明 ,五 
这 仿 证 明 中 关键 的 一 步 依赖 于 第 二 篇 短文 .…… 怀 东 斯 在 他 的 剑桥 演说 中 所 拱 
水 移 证明 补 发现 有 严 电 的 尘 洞 , 它 涉及 欧 拉 系 的 构造 .在 怀 尔 斯 敬 力 补救 这 个 
和 闭 未 获 不 功 衬 后 ,他 回 到 机 原先 稼 试 过 将 曙 一 途径 ,以 前 由 于 表 匾 棕 欧 拉 系 
的 想法 而 放大 了 这 个 途径 .在 作 了 某 些 赫 克 代数 是 局 部 完全 变 的 翁 设 之 后 ,也 
可 以 客 成 他 的 证 明 . 这 -- 想 法 以 受 怀 尔 斯 在 剑桥 演讲 中 描述 前 其 人 想法 ,写成 
了 第 -一 篇 论文 . 怀 尔 斯 科大 革 仿 作 , 在 第 二 篇 论文 中 建立 了 所 需 的 赫 克 代数 的 
性 质 . 

证 明 的 蓝 个 网 要 和 剑 汞 基 在 全 构 描 逊 的 那个 艳 执 ,新 的 证 明 由 于 排除 了 欧 
拉 系 , 比 原 来 能 那个 更 简单 和 简短 了 .，……… 最 然 在 稍 长 -- 点 时 间 里 保 畦 水 心 悍 
愤 基 玖 钉 的 . 伍 是 肯定 有 有理 南 表示 乐观 .” 

1995 年 了 月 号 的 “美国 数学 会 通告 "上 刊 出 了 G 法 尔 廷 斯 (他 就 是 本 章 巴 
头 提 到 的 那 位 著名 人 人 物 ) 的 文章 ,是 为 "及 .泰勒 和 上 上- 怀 尔 斯 对 寓 马 最 后 定理 的 
证 盟 ”. 他 开 宗 角 久 , 以 品 定 的 语调 宣称 “在 本 文 题目 中 所 提 到 的 狂想 于 1994 
年 9 月 终于 被 完全 证 明了 .至 此 , 太 们 捐 信 那个 捞 扫 了 数学 家 300 多 年 的 著 宇 
铺 想 眉 正 成 了 一 条 定理 ! 
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一 个 复杂 的 领域 


对 许多 读 省 ,这 将 是 本 书 最 困难 的 章节 .这 里 的 数学 内 容 本 身 并 
不 比 前 面 的 蕉 ,但 其 抽象 程度 却 增加 了 . 数 一 一 自然 数 和 复数 一 一 构 
成 了 这 一 领域 的 核心 .然而 复 分 析 (与 复 画 数论 一 词 几 乎 同 义 ) 和 与 
它 密 证 联系 的 解析 数论 ( 复 分 析 的 结果 和 方法 在 自然 数 研 究 中 的 应 
用 ) 的 基本 任务 是 蓝 发 更 和 探索 看 来 相当 简单 的 观念 (部 第 3 章 中 有 
用 到 数学 界外 的 许多 人 所 不 熟悉 的 非常 抽象 的 数学 方法 , 而 且 不 幸 
的 是 我 们 不 能 借助 图 形 来 理解 这 一 课题 ,因为 它 不 形象 化 (在 第 10 
章 中 同样 困难 和 陌生 的 拓扑 学 梳 您 至 少 可 以 通过 简单 的 例子 用 图 表 
表达 ). 但 这 确 是 一 个 重要 的 领域 , 近 些 年 来 取得 了 一 些 显著 的 进步 ， 
所 以 是 不 应 被 怨 视 的 .还 有 ,如 果 你 坚持 读 完 这 一 章 就 会 发 现 , 透 过 
抽象 的 内 容 , 你 革 诸 如 分 数 和 素数 这 样 熟 悉 的 概念 又 有 了 更 深 的 领 
悟 !( 假 设 你 已 读 过 第 3 章 中 介绍 复数 的 县 落 )， 

曼 然 构成 这 一 章 核 心 的 三 个 问题 都 是 高 度 扫 刘 的 ,但 并 不 是 说 
复 分 析 在 数 掌 立 外 没 痛 用 处 . 远 非 如 此 ,从 1825 年 柯 西 (Augustin 
Cauchy) 在 这 一 课题 上 的 最 初 工 作 开始 , 它 就 一 直 都 同 外 部 世界 有 联 
系 . 柯 西 之 后 , 黎 曙 (Riemann) 在 此 课题 上 的 工作 显示 了 复 分 析 是 怎 
样 极 大 地 帮助 了 物 旦 问题 的 解决 ,在 所 谓 “ 积 分 变换 "(如 元 处 不 在 的 
傅立叶 [Fourier) 变 换 ) 上 的 进 - - 步 工作 使 这 种 联系 更 加 明显 ， 
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复数 的 二 维 性 质 {参看 第 3 章 对 复 平面 的 讨论 } 使 它 能 被 用 来 
研究 二 维 的 问题 ， 其 方式 如 同 用 实数 来 处 理 一 维 问题 . 因 三 维 空间 
中 的 实际 年 活 问 题 有 对 称 的 性 质 《比如 通过 罚 管 的 液体 流 )， 所 以 
常 被 简化 为 二 维 的 数学 问题 .这 样 复 分 析 就 同 物理 学 家 和 工程 师 有 
关 . 

俄 同 数 掌 家 人 般 可 去 斯 基 {(N.T.Joukowski,1847 ~ 1921) 曾 用 复 分 
村 来 确定 机 器 的 形状 ( 芭 机 珊 的 截面 形状 ) ,并 研究 它 周围 空 气流 的 
类 型 ,这 给 飞机 的 设计 带 米 了 芋 命 性 的 变化 ;3 从 此 以 后 , 复 变 滔 数 理 
论 在 描述 各 种 流体 流动 的 形式 六 车船 设计 上 占据 了 重要 的 中 心 位 
轩 .1920 年 ,美国 中 尔 实 验 室 的 科学 家 们 将 复 变 函数 理论 系统 地 应 
用 在 滤波 器 和 高 倍 放 大 器 的 设计 上 , 它 使 还 距离 的 电话 通信 成 为 可 
能 (如 果 你 认识 -位 电子 工程 师 , 可 以 问 问 他 判定 反馈 放大 器 稳定 性 
的 内 鑫 斯 特 (Nyquist) 准 则 的 重要 性 ,这 是 复 分 析 的 一 个 直接 应 用 ). 
简 而 言 之 , 复 分 析 现在 是 一 个 不 可 或 缺 的 工具 ,在 基 种 程度 上 ,今日 
的 科学 和 技术 很 少 有 不 依赖 于 复数 的 . 

那么 复 分 析 是 什么 绊 的 学 科 呢 ? 我 们 先 尝试 纵 出 一 个 回答 :; 微 
积分 方法 (微分 .积分 ,无穷 和 等 等 ) 从 我 们 熟悉 的 实数 到 复数 领域 的 
扩展 .但 正如 所 有 类 伺 的 党 斌 一样 ,这 个 回答 轻 有 启发 性 ,又 有 误导 
性 ,因为 当 微 积分 的 全 部 工具 被 扩展 到 复数 领域 时 ,具有 了 完全 不 同 
的 形式 .实数 中 似乎 截然 不 所 的 概念 ,在 引 和 人 复数 以 后 可 能 会 联系 得 
非常 紧密 . 

这 方面 的 一 个 例子 已 在 第 3 章 提 过 ,就 是 欧 拉 的 恒等式 : 

em = 一 1， 
与 它 紧 密 联 系 的 另 一 个 例子 是 方程 式 

ef = osY + (sinx }i 
(x 为 任意 实数 ) ,其 中 涉及 到 a。 ,i 和 我 们 熟悉 的 正弦 和 余弦 三 和 角 郴 
数 .事实 上 ,把 正弦 和 余弦 函数 用 于 复数 并 没有 限制 .当然 你 无 法 进 
行 计算 ,比如 sin(3+4i) 就 不 能 像 实 数 那样 用 直角 三 角形 来 计算 .你 
-- 卫 要 和 和 复数 盯 变 道 ,就 要 做 好 被 理论 引导 到 任何 地 方 的 准备 .对 二 
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类 学 : 新 的 代金 出 代 


骨 清 数 米 说 ， 将 被 引 同 瞩 穷 级 数 的 领 避 . 小 如 大限 和 


“=1+ 凋 + 新 + 新 +… 


不 管 x 是 实数 还 是 复数 都 给 出 -人 有效 的 答 数 ,无穷 级 数 方程 


3 了 

_ TT 所- Ea 
S1m 证 二 站 31 + 351 3711 

x Xf 


cosx=1- 57+a7- 57+ 
也 是 这 样 .如 果 4 为 实数 ,每 个 无 限 和 都 会 准确 地 给 出 与 在 通常 的 
几何 定义 下 完全 一 样 的 管 案 (* 角 "x 不 是 角度 而 是 颖 度 ,1 弧度 等 十 
0 度 , 即 约 57.3 度 ). 但 s 如 果 为 复数 ,并 没有 什么 理由 可 以 阻止 你 
合用 这 些 闻 程式 . 
对 以 上 三 个 表达 式 进行 简单 的 代数 运算 ,可 以 进一步 得 到 : 


sinx 二 二 (er ei),cosx = +e-*), 
* 为 实数 或 复数 均 可 . 
复 分 析 的 首要 任务 之 一 是 检查 所 有 以 上 前 涉及 无 穷 级 数 的 运算 
是 否 能 被 允许 .第 2 章 已 清楚 地 前 明 ,无 穷 概 念 必 须 小 心 处 理 , 特 别 
是 其 中 涉及 复数 时 就 更 是 如 此 . 
蓝 变 函数 的 积分 与 实 积分 明显 不 同 . 因为 复数 是 二 维 的 ,所 以 
复数 当然 不 能 像 实数 那样 从 -个 数 a 积分 到 另 一 个 数 &, 比 如 像 : 


| eds = 本， 
相反 你 必须 沿 着 {( 复 平面 内 的 ) 基 人 
-个 北周 对 其 一 曙 数 实施 积分 . je 为 一 
复 常数 } 沿 着 圆 形 道路 C 积分 的 结果 怎样 昵 ? 《这 个 积分 写成 


提 “ 如 果 和 你 不 狼 悉 实数 的 微 积 分 慨 您 ,你 可 议员 过 这 部 分 的 其 余 内 容 和 此 齐 中 其 
好 慢 尔 出 现 的 有 半 积 分 的 参考 材料 .一 原 广 . 
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这 种 积分 有 时 指 线 积分 .1 积分 结果 相当 出 人 意料 ,对 那些 还 记得 实 
函数 的 积分 基金 么 困难 的 读者 来 说 尤其 如 此 .如 果 数 a 对 应 于 复 平 
亩 小 在 圆 C 内 的 一 点 ,结果 是 2xi; 如 果 数 a 在 圆 C 外 ,结果 是 0, 奇 
怪 的 是 结果 与 加 的 大 小 和 位 置 一 点 没有 关系 ,常量 a 影山 结果 的 唯 
- -途径 是 它 落 在 圆 C 内 部 或 外 面 ( 晶 然 选择 这 个 特例 是 为 了 提供 这 
样 -个 惊人 的 结果 ,但 它 问 时 也 典型 地 说 明了 复 变 郴 数 有 其 自身 的 
生命 力 , 远 远 超出 了 我 们 从 实数 而 来 的 想象 . ) 

把 复数 理论 应 用 于 自然 数 的 研究 会 得 到 更 多 的 令 人 惊讶 的 结 
果 , 这 一 点 随 着 此 章 的 展开 会 表现 得 很 清楚 . (值得 注意 的 是 以 上 所 
到 的 积分 在 这 方面 的 研究 中 起 者 重要 作用 ,虽然 涉及 的 不 是 这 里 所 
能 解释 的 那 种 积分 .) 


一 些 数字 游戏 


一 个 分 数 /AE , 当 其 值 在 0 和 1 之 间 , 且 旬 与 上 没有 公共 因子 时 
叫做 真 分 数 . 例 如 :1 ,3“4 和 和 778 都 是 真 分 数 ;而 2/4,3x9,32 就 
不 旦 .对 任何 数 m, 由 分 母 不 超过 ， 的 盐分 数 ,连同 分 数 171 按 递增 
顺序 组 成 的 数列 所 , 叫 做 法 里 { Farey) 数 列 , 所 以 Ps 是 数列 : 

1 1] 12132341 


5"4'3"52°53"4’5°1 


下 了 就 是 数列 ; 
1 1112123143253455 1 
7°6°5°4°7 "35 727725737 7 475 6 7 1 
不 知道 是 谁 首 先 想 到 要 研究 这 种 数列 的 ,但 第 一 个 天 才 地 证 明了 这 
个 数列 的 规律 的 人 似乎 是 哈 罗 斯 (Haros) .时 间 是 1802 年 . 1816 年 ， 
法 里 在 一 篇 文章 中 陈述 了 蛤 味 斯 的 结果 但 没有 给 出 证 明 , 后 来 税 此 
寿 色 这 篇 文 章 ,他 发 现 了 这 个 结果 的 - -个 证 骨 . 并 把 这 -概念 的 产 午 
归 荡 于 法 里 ,所 以 这 个 数列 就 叫做 法 里 数 式 ”. 
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那个 先 被 哈 罗 斯 证 明 后 由 法 里 陈述 的 结果 是 :从 … 个 技 里 数列 
中 取出 任意 相 邻 的 二 项 :eva,bxesexf, 则 8ve=(fae+cl 人 dr+ 门 . 


例如 ,5 的 第 10, 第 11 和 第 12 项 是 4/7,3x5 和 2/3, 而 
4+2 后 3 


7+330- 5 

哈 罗 斯 还 证 明了 另 一 个 结果 :如 果 ave,5xd 是 相 邻 的 法 里 数 

入 的 项 , 则 be - ad =1. 比如 Fr 的 第 6 项 和 第 7 项 是 173 各 2 了 ,网 
205 | 2x3—1x5=€£—-5=1, 

上 曾 的 两 个 虑 述 可 以 互相 推出 ,就 是 说 为 证 明 两 者 正确 ,你 内需 
证 其 中 的 一 个 .两 者 都 可 以 作 沽 有 意义 的 代数 运算 练习 .( 如 这 不 对 
你 的 品味 ,你 至 少 可 以 对 其 他 某 几 个 法 里 数列 来 检验 上 述 结论 . ) 

对 任意 数 m ,让 4(na) 代 表 法 蜂 数 列 下, 的 项 数 , 这 样 4(5) = 
10,4《7) = 18. 假设 了 家 实 轴 上 从 0 到 1 的 -- 引 并 将 其 分 成 相等 的 
4Cn) 眉 (图 条 ) .分 点 为 1/Atn),2A/Atn),3AzA(n), 直 到 (A(n)-- 
1)/4Atn). 因为 法 里 数列 FF 的 项 在 0 豆 1 之 阿 分 布 不 名, 数列 中 的 
评 密 项 的 值 不 会 碰巧 都 与 分 点 相 人 台 . 令 di 为 法 里 数列 的 第 1 项 与 
LAAtn) 的 差 , ds 为 第 2 项 与 2/A(n) 的 差 , 如 泪 到 而 e,) -1 (两 个 数 
中 哪个 大 并 不 要 紧 , 关 键 的 是 它们 的 着. ) 令 D(n) 为 dd, dz,…， 
datny-] 的 和 . 


例如 , Ps 由 
i 1 1 2 3 1 
4 3 2 374 1 
a be be 和 3 中 
| J 由 } + } 
| 
晶 坊 座 折 忽 8 1 


图 47 法 里 数列 局. 这 个 数列 的 成 员 由 第 头 标 出 ,并 示意 了 它们 与 
将 0 凤 1 区间 分 成 相等 6 份 的 5 个 等 分 点 的 相 村 位 置 . 数 41 ,9d2,…， 
ds 表示 法 里 分 数 与 相应 的 等 分 点 的 差 ,上 (4) 是 这 些 差 的 和 . 
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组 成 . 故 4(4)=6. 把 0 和 1 问 的 虐 离 平分 成 6 小 里 的 点 为 1/6,2/6， 
3A6,4A6,576. 玻 dd 是 174 与 1 人 6 的 益 ,]A4-176= 17i2; dd 是 173 
与 276 的 差 , 即 0; ds 是 3172 与 346 的 其 ,也 是 0; 同样 g4 = 0;ds=5/ 
一 3/4=1712. 鼓 


1 _} 
Dp(4)= 1 12+0+0+0+j5=: 


(看 到 这 时 你 应 自己 二 计算 出 D15) 的 值 .) 

在 1942 年 的 一 篇 论文 中 , 弗 兰 内 和 人 (.Pranely) 和 兰 道 4E. Lan- 
dau}) 探 讨 了 当 n 跑 遍 所 有 自然 数 时 函数 D(a) 的 表现 . {他 们 用 的 是 
代数 工具 ,而 不 是 用 算术 方法 对 很 多 法 果 分数 进行 计算 .) 特 别 地 ,他 
们 考 开 了 命题 :如 果 r 是 任 一 大 于 172 的 实数 , 则 存在 -一 个 常数 世 ， 
使 D(Cn) 总 ( 即 对 任意 的 4) 小 于 Cr .他们 证 明 的 这 个 看 似 简 单 的 命 
题 是 与 当今 职业 数学 家 普遍 认为 的 这 一 领域 内 最 重要 的 未 解决 问题 
相等 价 的 { 即 是 后 者 的 另 一 种 表述 方式 ), 这 个 未 解 问题 就 是 ; 黎 虹 很 
设 . 


数学 中 最 重要 的 未 解决 问题 


对 外 行 来 讲 ,数学 中 最 著名 的 末 解 决 问题 无 疑 是 费 马 最 后 定理 ， 
有 关内 容 在 第 8 章 已 作 了 介绍 .但 著名 的 未 必 是 重要 的 . 如 果 问 一 位 
职业 数学 家 ,整个 领域 中 肉 -- 最 重要 的 未 解决 问题 是 什么 ,你 肯定 会 
得 到 这 样 的 回答 " 黎 曼 假设 .英国 伟大 的 数学 家 哈代 (G . 卫 .Hardy， 
部 第 4 章 ) 显 然 是 这 样 想 的 .一 次 他 要 从 斯 堪 的 纳 维 亚 小 海 到 美 格 
兰 , 临 行 时 北海 的 天 气 出 奇 地 精 糕 ,他 在 给 一 位 同事 的 明信片 上 写 道 
(无 疑 他 脑子 里 想到 了 费 马 最 后 定理 的 产生 ):“ 已 经 证 明了 歼 总 假 
设 , 你 的 哈代 . "哈代 的 意思 是 说 ,不 证 明 这 么 重要 的 结 累 ,上 帝 是 不 
会 让 他 死去 的 ,所 以 -- 定 会 保佑 他 平安 间 家 .后 来 哈代 安全 地 返 加 了 
{他 是 个 地 道 的 无 神 论 者 '), 但 “哈代 大 定理 ” 却 没 有 叫 响 . 在 至 今日 
歼 曼 假设 仍 未 证 二 . 
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黎 曼 很 设 的 上 放 事 开始 于 1740 年 ,当时 欧 拉 引 入 了 所 谓 & 沿 数 : 
若 s 为 大 于 1 的 实数 ,定义 : 


gs)= 和 + 二 十 工 十 -一 十 多 


2 
(5 是 - :个 希腊 字母 , 读 作 "来 他 ” 


zeta“ 获 柳 "这 个 名 称 除了 因 
为 是 用 才 这 个 字母 来 标记 外 , 别 无 其 他 意 祥 .) 苦 小 于 或 等 于 ] 
时 ,无限 和 结果 为 无 穷 ,这 种 情况 下 ,8* 鹃 数 没 有 意义 .而 对 任意 大 于 
1 的 ; ,无 限 和 有 确定 的 有 限 的 值 . 欧 拉 证 明了 对 任意 这 样 的 s ,EF{s) 
的 值 等 于 无 穷 乘积 
1 1 1 1 1 
1 C22 IAI LS TT I 1) 
这 里 每 个 因子 形 如 : 


1 
1- (Ap)’ 
P 是 一 素数 .这 个 结果 有 两 点 基 令 人 吃惊 的 .首先 , 它 显 示 # 函数 与 
基本 的 素数 是 紧密 联系 的 ;其 次 ,两 者 则 的 关系 在 很 大 程度 上 .涉及 到 
无 穷 . 星 然 这 已 超出 了 素数 给 我 们 的 感觉 . 
在 喜事 的 下 一 自 ,我 们 暂时 从 “《 函数 转 到 素数 分 布 这 个 问题 上 
来 . 当 依 次 地 检查 自然 数 时 ,一 开始 素数 邮 现 得 较 频 繁 (比如 从 1 到 
10 的 自然 数 中 一 - 半 是 素数 ) ,但 往 后 则 变 得 稀 朴 ,在 余下 的 数 中 , 素 
数 分 布 似乎 又 没有 统一 的 模式 ,如 在 9 999 900 到 10 000 000 中 则 
有 9 个 素数 ,但 在 接着 的 100 个 整数 10 000 000 到 10 000 100 中 
只 有 两 个 素数 :10 000 019 和 10 000 079. 实 际 上 ,存在 着 不 包含 任 
何 素 数 的 整数 区 何 . (容易 看 出 :着 NW 为 任意 值 , 则 NN +2 到 NN! 
+ 六 的 区 间 不 包括 任何 率 数 . ) 素 数 出 现 的 这 种 明显 的 随机 性 的 另 
一 个 便于 是 许多 对 “楼 生 素数 "的 存在 .这 生 素 数 是 相差 为 2 的 素数 ， 
如 3 和 5,11 和 13,10006427 和 10006429 ,它们 的 出 现 好 像 也 是 随意 
的 .( 据 猜测 有 无 穷 多 对 挛 生 素数 ,但 没有 被 证 明 .) 
和 但 是 ,在 表面 上 的 混乱 背后 ,素数 的 出 现 仍 有 一 定 规律 , 它 涉及 
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到 通 数 x Cn) 的 行为 . x(n) 告诉 称 小 丁 或 等 于 n 的 素数 的 个 数 ( 见 
第 ] 章 ), 勒 计 德 在 他 的 《数论 》{Essai sur Ia Théorit des Nomhres ， 
1798)-- 书 中 注意 到 x tn) 近似 等 于 : 
jog -1 .08366 

本章 中 iogon 癌 孙 nn 的 自然 对 数 , 即 以 。 为 底 . ) 此 处 的 1.08366 其 
实 并 不 奇特 . 勒 让 德 是 在 检查 了 400 000 以 内 的 素数 表 之 后 得 到 其 
结果 的 ,选择 该 数 不 过 基 为 了 给 出 尽 可 能 好 的 结果 . 

大 约 存 勒 让 德 写 他 那 本 书 的 同时 ,14 岁 的 高 斯 也 开始 了 对 函数 
x ln) 的 研究 .他 发 现 ( 迟 至 1863 年 才 发 表 )x (nn) 可 由 nzlogcn 近似 ， 
还 可 南 


Li(n) = 小 ] dx 


2 logex 
近似 . (Li 函数 是 "对 数 积分 "函数 .读者 如 果 不 明 和 白 它 的 意义 也 不 要 
紧 : 只 是 为 了 求 “全 ”我 们 才 将 它 包 括 进 来 .) 表 2 给 出 了 = 取 直 到 
100 000 000 时 各 近似 函数 的 值 .从 此 表 可 看 出 Litn) 运 比 其 他 两 种 
函数 更 近似 于 x tn), 事 实 上 在 1896 年 压 药 : 普 桑 (Charles de la 
Yallée Poussin) 说 明了 从 某 点 开始 ,对 所 有 nn 值 ,Li{ nn) 确 是 最 接近 于 
x{nj) 的 . 

说 来 有 点 离 题 ,但 这 也 是 有 有 趣 的 ,从 表 2 看 来 ,Litn) 总 是 要 上 比 
x(n) 大 一 些 , 邵 果 继 续 计算 列表 的 话 , 那 么 我 们 观察 到 的 现 但 似乎 
总 是 这 样 的 , 要 是 由 此 还 不 能 得 出 结论 :Lil(n) 总 是 在 比 x(n) 大 的 
- 边 近 似 于 它 , 岂 不 是 太 多 疑 了 ? 但 假如 真 的 作出 这 种 判断 那 就 错 
了 1 1914 年 ,英国 数学 家 利 特 伍 德 (J.R.Litlewood ,哈代 的 同事 ) 说 
明了 Litn) -xtn} 的 差 随 ”路 遍 正 整数 时 在 正 负 之 癌变 化 无 数 次 . 
所 以 表 定 存在 mn 的 某 个 值 ,使 Li(n) 小 于 x(n), 事 实 上 ,1955 年 斯 
十 斯 (S. Skewes) 证 明了 这 样 的 必 在 数 

er (的 1067 ) 
之 前 某 处 出 现 . 这 是 个 难以 想象 的 天数 ,这 个 数 也 就 叫做 斯 古 斯 数 . 
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" rr) T0866 len Li(n) 
1000 168 12 145 178 
10000 1229 1231 1086 1246 
100000 9592 9588 8686 9630 

1000000 78498 78534 72382 78628 
10000000 664579 665138 620420 664918 
100000000 。 5761455 5769341 5428681 5762209 


表 2 素数 的 分 布 . 这 是 表 1( 第 1 章 ) 的 扩展 , 它 指出 了 对 备 种 不 同 
的 5 值 比 小 的 素数 的 个 数 x{n), 同 时 给 出 了 三 种 经 典 的 对 x(n) 
的 近 拟 函数 的 什 . 


1966 年 朝 曼 (Lehman) 发 现 站 可 以 用 1.65 x 10115 代 苦 斯 古 斯 数 ( 有 即 


在 此 数 之 前 某 处 'Litn》-x(n) 要 变 导 ), 它 比 斯 十 斯 数 小 得 多 ,但 仍 
是 人 人 类 难以 驾驶 的 数 .1986 年 , 黎 勒 (日.J.:].te Riele) 又 找到 了 更 小 
的 数 6.69 x 10389 ,芭比 它 小 的 某 数 n ;特使 .Li(n) -x Gn) 符 号 改变 . 
但 这 仍 是 个 超 巨 型 的 大 数 , 它 使 人 们 怀疑 ,可 能 永远 都 找 不 到 使 Li 
(an) 小 于 到 tr) 的 某 个 确切 的 数 an (计算 祝 搜索 了 证 所 (10) 以 内 的 
烙 , 仍 没有 找到 这 样 的 1). 

现在 我 们 回 到 故事 的 主线 .上 来 . 1896 年 ,法 国人 阿达 否 休 . 
Hadamard) 和 瓦 莱 普 桑 独立 地 证 明了 已 为 各 种 迹象 所 提示 的 事实 : 
当 mn 增 大 时 ,nAlogn 的 值 与 x bn) 越 来 超 近 ,不 管 称 要 这 全 近似 值 多 
么 接近 于 zr(#), 只 要 不 是 相等 ,这 种 精确 度 总 会 审 选 择 咱 驶 大 的 .a 
而 得 到 ( 当 5 变 大 时 ,i(n) 当 然 也 “ 任 俐 地衣 近 ”). 这 个 著名 的 定 强 
叫做 素 教 定理 , 它 说 明了 索 数 的 油 现 还 是 有 一 定 的 数学 模式 的 …( 不 
过 ,请 注意 素数 背后 的 这 种 械 式 涉及 无 穷 和 向 积 分 的 一 些 概念 . ) 这 
网 个 数学 家 的 工作 都 是 依赖 十 德国 人 歼 曼 (Bermhard Biemann) 写 于 
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1859 午 的 一 篇 著名 的 8 页 的 论文 ,文章 吓 译 为 :《 比 给 定量 小 的 素数 
的 个 数 》, 黎 曼 在 他 这 箱 叭 -的 数论 文章 中 鼓动 人 们 在 某 些 方向 上 进 
行 研 究 . 直到 今天 ,事实 证 明 ,这 些 研究 方向 傣 是 非常 富有 成 果 的 . 事 
实 上 ,他 的 文章 的 发 表 标 志 着 整个 解析 数论 领域 研究 的 开始 , 微 积 分 
的 有 力 方 法 被 应 用 到 自然 数 问题 的 研究 上 . 

殖 曼 在 其 素数 分 布 的 研究 中 引入 的 重点 概念 是 & 函数 的 推 1， 
5 不 仅 限 于 太 于 芋 的 实数 ,而 且 可 以 是 任意 复数 89=g+t+ (但 8 关 
1). 这 不 能 简单 地 让 s 在 原来 欧 拉 的 定 闵 

5(s)= 和 
让 到 复数 ,而 要 用 一 种 几 全 解析 二 站 的 相当 复杂 的 技术 (这 里 不 作 革 
述 ). 为 方便 那些 能 理解 所 涉及 到 的 各 种 符号 ( 汇 疑 会 使 剩 下 的 人 三 
到 困惑 ;的 读者 ,此 处 写 出 歼 曼 得 到 的 推广 ! 函数 公式 , 它 是 用 线 积 
分 方式 表 出 的 : 
( ys 
bs) = UC A 
积分 路 径 C 从 % 沿 正 实 轴 疝 碟 , 止 于 原点 附近 ,然后 沿 逆 时 和 针 方 辐 
的 图 绕 过 原点 ,再 沿 正 实 轴 回 到 mm .乘积 | (s ) 为 
! 
【上 | 4s)= tint {s+1)Cs s+) 
这 里 * 可 以 是 所 有 不 为 负 整 数 的 数 ， 

这 个 护 诬 的 函数 叫做 于 要“ 胃 数 .事实 证 明 , 它 在 数论 中 有 基 
耐性 的 重要 其 位 .有 美 这 个 问题 出 版 了 大 量 书籍 .( 其 中 有 爱德华 区 
CH. M.Edwards ) 的 300 页 的 《区 友 了 耳 数 》, 从 上 述 推广 的 函数 的 
定义 可 知 ; 这 种 书 是 仅 供 专家 读 的 .) 

对 任意 等 于 -2,-4,-6… 的 5s,f(s) 值 为 0 也 就 是 说 负 偶数 
-是 所 画 数 的 零点 .此 外 ,还 有 无 数 个 其 他 的 复数 :使 5ts)=0. 其实 
数 部 分 的 值 介 于 0 和.! 之 间 ( 即 他 们 有 拱 式 8。=a+tbi,a 介 于 0 和 
之 癌 ). 入 茵 假设 是 歼 曼 在 他 葛 闵 章 中 对 有 闫 上 消 数 的 这 些 昌 零 点 
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分 答 等 于 十 ( 即 . 若 9(s) =0, 则 s 具有 去 + 友 的 形式 ). 

为 什么 这 个 候 说 这 么 重要 ?正如 黎 晤 在 文中 指出 的 ,& 晒 数 的 
零点 和 r (nm) 帅 数 之 问 有 着 非常 昧 带 的 关系 , 正 是 这 种 联系 使 阿达 权 
和 所 菜 , 普 又 作出 了 令 人 竹 日 的 素数 定理 的 证 明 (他 们 证 明 的 依据 是 
其 真实 件 已 经 确 知 的 联系 , 量 不 是 至 今 尚未 获 证 的 关于 零点 的 黎 受 
假设 ). 这 种 联系 同伴 隐 蕊 在 大 量 的 有 关 素 数 的 其 他 已 知事 实 的 青 
后 ,包括 前 面 提 到 的 在 斯 古 斯 数 上 的 工作 .如 果 黎 癌 假 设 被 证 明 旦 正 
痪 的 , 即 画 数 的 零点 真是 那么 有 秩序 的 话 , 则 《 函数 与 < (= ) 商 数 
的 联系 将 使 我 们 得 出 比 现在 所 知 多 得 多 的 有 关 素数 的 信息 . 这 就 是 
对 数学 家 米 说 这 个 阿 题 如 此 重要 的 原因 .那么 关于 这 个 可 能 成 立 的 


在 描述 黎 豆 假设 提出 以 后 在 这 方面 所 做 的 许多 工作 之 前 ,也 许 
值得 引述 个 明确 地 涉及 5 葬 数 的 x (mn) 的 某 一 特定 近似 函数 .( 只 
需要 “ 清 数 的 欧 拉 原始 形式 , ) 它 是 这 样 的 : 


RinR)=1+ > 琵 ( 虞 Te 


(许多 读者 可 能 对 符号 不 熟悉 , 别 担心 , 读 下 去 .表达 式 中 的 求 和 是 个 
无 穷 求 和 一 一 从 天 = 上 到 吉 = so.) 
表 3 表明 R(n) 是 对 x(n) 的 :个 多 人 么 好 的 近似 . 


n ntn) R(tn) 

- 100000000 ST61455 576155 之 上 
200000000Q 11078937 1i079090 
300000000 16252325 16252355 
400000000 21336326 21336185 
SO0000000 26355867 26355517 
600000000 31324703 31324622 
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n n(n) Rin) 
T700000000 和 36252931 - 36252719 
300000000 41146179 41146248 
30000000D 46009215 406009949 
i1000000000 30847534 50847455 


表 3 素数 的 分 布 . 此 表 紧 接 普 束 2 结尾 的 数据 ,对 这 些 较 大 的 
值 .用 歼 吾 上 函数 定义 的 函数 请 in) 给 出 了 素数 分 布 函 数 x (Cn) 的 一 
个 极 好 的 近似 . [213; 


黎 曼 假设 


是 什么 证 据 支持 袭 吴 的 猜想 :如 果 对 一 复数 ,5(s) =0, 那 么 
一 定形 如 方 + 大 呢 ? 前 面 提 到 ,任何 的 复 零点 其 实数 部 分 总 在 0 和 


1 之 间 , 而 六 正在 中 央 , 但 袭 大 - 定 有 比 这 重 充分 的 理由 . 不 管 他 的 
主张 的 基础 是 什么 ,现在 活 在 世界 上 的 人 无 人 知晓 . 我 们 不 久 就 会 清 
功 , 黎 曼 并 没有 去 一 一 计算 零点 ,即使 他 那样 做 了 ,有 关 Li(n) - 
rn) 的 符号 的 例子 说 明 在 数学 中 大 量 的 例证 也 是 靠不住 的 .C' 昌 ， 
哈代 证 明了 (并 不 容易 地 ) 有 无 限 多 个 零点 的 实 部 等 于 六 ,但 这 并 不 


能 排除 有 元 限 多 个 更 多 的 零点 实 部 不 为 寺 . 除 此 之 外 ,这 一 问题 确实 
没有 太 大 的 进展 .不 过 ,多 年 的 大 量 计算 工作 积累 了 庞大 的 证 据 .( 虽 
然 这 些 证 气 不 能 证 明 假设 成 立 ,但 如 果 假设 错误 的 话 一 昌 不 太 像 
一 一 总 是 可 以 通过 大 量 的 计算 找到 一 个 数 作为 反例 的 .要 否定 黎 受 
假设 只 须发 现 一 个 党 点 的 实 部 不 等 于 方 .这 就 是 要 进行 计算 的 理由 
另 一 个 原因 是 这 种 计算 为 大 量 新 算法 裕 供 了 绝 好 的 试验 手段, 而 这 
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些 新 算法 糙 来 有 可 能 有 罚 的 用 处 .) 

有 毕 算法 能 计算 当 复数 + 机 是 56 多 数 的 零点 时 的 5 值 ;还 有 
些 算 法 能 计算 鹿 部 在 任 -一 区 间 上 时 零点 的 个 数 , 把 这 两 种 算法 结合 
起 来 就 能 够 检查 在 给 定 的 存 限 区 间 上 歼 昌 假设 是 否 正 确 .第 一 个 设 
计 了 黎 曼 假设 算法 的 人 是 格 兰 姆 休 . ~-P.Gram) .1903 年 ,他 用 标准 
的 欧 拉 -马克 劳 林 求 和 法 计算 了 零点 . 格 兰 姆 得 到 了 使 8( 方 + i) 
= 的 前 15 个 志 值 .其 中 前 0 个 他 计算 到 了 6 位 十 进 小 数 , 第 - -个 
是 5= 14.134725, 第 1I0 个 是 疡 =49.773832. 剩 下 的 5 个 他 只 计算 到 
了 小 数 点 后 - -位 ,第 11 个 是 b= 和.8, 第 15 个 是 b=65,0, 央 知道 复 
零点 的 实 部 在 0 和 1 之 间 , 所 以 他 接着 指出 , 虚 部 在 0 和 506 之 间 的 
零点 正好 有 [0 个 .因为 他 蛙 先 列 出 的 虚 部 在 0 与 人 0 之 间 形 如 本 十 
丰 的 零点 性 有 10 个 ,那么 他 的 表 恰 包 合 了 虚 部 在 这 一 区 间 的 所 有 
零点 . 换 句 话说 ,他 的 计算 证 明了 歼 曙 假设 在 0 到 50 的 区 间 工 成 立 . 
(这 里 的 "区间" 指 零 点 虚 部 的 大 小 .) 

用 类 似 的 方法 ( 暗 有 改进 ), 白 克 伦 德 (R.Backlund) 在 1918 年 还 
明了 对 0 到 200 之 间 的 零点 , 获 癌 假设 成 立 .1925 年 了:J 埠 钦 森 ( 用 
进 -- 步 改进 的 方法 ) 把 上 限 提高 到 300. 1936 年 , 堤 池 马 什 {Titeh- 
marsh) 和 了 筷 瑞 (Comrie) 用 长 尔 : 西 格 尔 (Carl Siegel) 设 计 的 改进 方法 
计算 了 1041 个 零点 ,都 具有 黎 昌 假设 的 形式 . 

地 战 以 后 ,电子 计算 机 被 引入 这 一 问题 的 研究 .在 5 年代 D.H 


- 莱 默 (Lehmer) 开始 进一步 的 探索 ,他 用 西 格 尔 的 方法 计算 形 如 方 + 
在 的 零点 ,并 结 侣 了 阿兰 .图 林 {Alan Turing) 提 出 的 在 一 给 定 区 辣 漳 
定 零点 个 数 的 新 方法 .1966 年 RS* 勤 曼 计算 出 了 250 000 个 零点 . 
以 后 几 年 蛙 , 风 塞 尔 (J,B.Rosser) 和 他 的 交 事 把 零点 个 数 所 高 到 了 
3 500 000.1983 年 ,在 范 德 隆 {J ,van de Lune) 和 和 歼 勒 的 工作 之 后 ,从 
0 到 119 590 809.282 的 区 同 都 被 检查 过 了 ,其 中 有 300 000 001 个 
零点 ,它们 都 是 黎 曼 所 预料 的 类 型 .1985 年 还 是 他 们 两 个 人 计算 了 
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前 15 亿 个 零点 ,还 没有 发 现 黎 曼 假 设 的 反例 . 

这 便 是 支持 黎 曼 根 设 的 全 部 数值 上 的 例证 .如 果 它 不 对 ,那么 给 
出 相悖 结果 的 数 必 定 是 超出 了 职业 纯 数 学 家 之 外 的 人 通常 所 考 感 的 
范围 .这 一 点 上 黎 螺 假设 与 费 号 最 后 定理 ( 见 第 8 章 ) 真 是 一 对 难 兄 难 
第 .尽管 有 以 上 所 有 的 工作 和 证 据 , 还 是 无 人 能 知道 歼 曼 假设 究竟 对 
与 不 对 ,但 做 乎 是 再 次 警告 那 种 试图 在 数值 例证 的 基础 上 便 归纳 出 结 
论 的 诱 感 ,在 过 点 的 几 年 当中 ,- 个 与 各 曼 假 设 密切 相关 的 猜想 已 苓 
解决 -在 这 一 情形 中 ,事实 证 明 数 值 例证 最 终 会 完全 使 人 误 入 歧途 . 菊 
天 斯 猜想 的 命运 应 被 当做 是 对 认为 黎 曼 猿 息 一 定 正确 的 人 的 警告 . 


默 顿 斯 猜想 


任 皮 自然 数 m, 则 由 算术 基本 定理 ,n 或 者 为 一 素数 ,或 者 可 以 唯 

一 表示 为 - 些 素数 的 积 . 比 如 ,对 前 5 个 非 素 数 ， 
4=2x2, 6=2x3, 8=2x2x2, 
9=3x3， 1l0=2x5, 

4,8,9 等 数 的 分 解 , 至少 有 一 个 素数 因子 出 现 一 次 以 上 .而 5 和 10 
的 分 解 ,每 个 素数 只 出 现 一 次 .可 被 一 个 素数 的 平方 整除 (如 4,8,9) 
的 数 叫 做 平方 可 除数 (square-divisible) ,不 能 这 样 整除 的 数 叫做 无 平 
方 因子 数 (square-fee) 这样, 一 个 无 平方 因子 数 的 素数 分 解 中 , 没 
有 -- 个 宕 因子 出 现 一 次 以 上 .) 

如 果 m 是 一 非 素 的 无 平方 困 子 的 自然 数 , 则 它 要 人 么 是 奇数 个 素 
数 的 积 ,要 么 是 全 数 个 素数 的 积 . 比如 ,6=2x3 是 偶数 个 素数 的 积 ， 
42=2x3x? 是 奇数 个 素数 的 积 . 1832 任 , 莫 比 乌 斯 (上 .下 .Mibius) 引 
入 了 了 下面 的 简单 的 涵 数 y(n 六 用 希腊 字母 六 表示 ,并 称 作 莫 纪 和 乌 斯 
邓 数 以 表示 数 n 的 素 因 子 分 解 类 型 .特别 地 , 当 A=1 时 , 令 jy{n) 
=1; 对 其 他 所 有 的 呈 ,aka) 定 浆 姑 下 : 

基于 方 可 除 , 凤 wtn) = Di 

车 a 无 半 方 因子 ,同时 是 偶数 个 康 数 的 积 , 则 y(n)= 1; 
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215] 


若 革 是 素数 ;或 m 无 平方 因子 ,同时 为 奇数 个 素 因 子 的 积 , 则 
Axin)= 一 |. 
举例 来 说 ,nrf4)=0,n(5 = -106)=1:2(042)= -1 你 可 计 
算 更 多 的 值 . 
现 对 任何 数 n, 令 导 (n) 表 示 对 所 有 小 于 等 于 n 的 上 值 的 uC) 
-216] 的 和 ,比如 : 
M(1)= p(t1)=1, 
M{2)= px(1)+rn(2)=1+(-1)}=0, 
M3)= pe{(1) + pt{2) rit3) 
=1l1+(-1}+{(-1)=-1, 
MI4) = pT) tp (2) + (3} + pd) 
=1+(-1)+{-1)+0= -1, 
M(S)=1+(-1)+(-1)+0+(-1)}= 一 2， 
读者 可 香 行 验证 : 
MI6)= -1, MIT)= -2, MN(8)= -2， 
MI9)= -2， M(10)= -1, Wy{11)= -2, 
M(12)= -2, M(13)= 3, M(14}= ~ 2, 
于 (15)= -1, M(16)= -1, MNM(17)= -2， 
M{18)= -2, M(9) = -3, M(t20)= -3. 
《问题 : 合 时 (a) 重 新 为 和 或 重新 为 正 的 第 一 个 = 值 是 和 多少 ?) 
这 看 起 来 好 像 是 . -种 令 人 愉快 的 游戏 ,很 难 让 人 联想 到 它 与 数 
学 中 最 重要 的 末 解 问题 有 什么 关系 .虽然 读 过 法 里 数列 的 部 分 ,你 
也 许 不 是 很 肯定 . } 一 会 儿 就 会 知 遭 , 晒 数 时 Cn) 的 行为 与 黎 曙 《区 
数 的 零点 位 置 有 着 密切 的 关系 ， 
斯 蒂 阶 (T.J.stieljes) 看 来 是 知道 这 种 关系 的 .1885 年 ,在 给 他 
的 同事 赫 尔 米 特 (C.Henmmite) 的 一 封 信 中 ,他 声称 已 证 明了 :不 论 ， 
多 大 ,Ma) 的 绝对 值 总 小 十 ve; 即 
[|W in)| <v. (9) 
( 西 条 坚 线 是 一 种 标准 记号 ,表示 消去 表达 式 内 的 任何 负 续 .如 
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| -10| = 10,15| =5, 等 等 . ) 如 果 斯 带 阶 所 言 正 确 ,那么 黎 昌 假设 的 
止 确 性 立即 成 立 ,事实 上 ,好 对 任意 的 5 ,存在 -常数 4 ,使 不 等 式 
En < 

成 立 , 旭 歼 受 假设 成 立 .不 用 说 ,根据 我 们 前 面 一 节 的 观点 ,斯 蒂 阶 锚 
了 ,可 在 当时 却 一 点 都 不 清楚 .( 例 如 , 当 1896 年 阿达 玛 的 那 篇 现 已 
被 奉 为 经 典 , 并 获得 - - 笋 好 评 的 让 明 素 数 和 定理 的 论文 中 提 到 :他 懂得 
斯 蒂 阶 已 用 不 等 式 (9) 得 到 了 相同 的 结果 ,并 辩解 说 因为 斯 带 阶 没有 
公开 他 的 汪 明 ,所 以 自己 首发 表 了 这 篇 文章 , ) 斯 蒂 阶 从 未 发 表 他 的 
证 明 的 事 说 明 他 最 后 发 现 了 和 白 己 的 错误 .但 不 管 怎 样 ,1897 和 牛 六 上 默 
顿 斯 (F. Mertens) 发 表 了 50 页 的 = 直到 10 000 的 jtn} 和 六 (rn) 值 
的 表 , 并 得 出 结论 ;不等式 (9) 确 实 是 "非常 可 能 "的 .所 以 这 个 猜想 现 
在 叫做 黑 顿 斯 狂想. 

在 1897 年 到 1913 年 的 -- 系 列 论文 中 , 辣 " 斯 特 恩 耐 元 (von Ster- 
neck) 发 表 了 rn 直至 五 百 万 的 旺 (a) 的 值 ,并 发 现 这 些 数据 全 孝 满 足 
默 顿 斯 猪 想 .他 认为 当 n 超过 200 以 后 ,就 满足 更 强 的 不 等 式 


uln) | < 


但 在 1960 年 ,点 卡特 (Jurkat) 证 明了 这 是 错误 的 :使 | M(n) | 二 二 WV 
的 最 小 n 值 是 4 =7 725 038 629, 此 时 M(n)=43 947. 

接着 在 1979 年 ,科恩 (Cohen) 和 德 来 斯 (Dress) 计 算 了 n 到 78 
亿 的 于 (na) 的 值 , 并 注意 到 所 有 的 值 都 满足 不 等 式 

IM(n)| <0.6vn, 

这 似乎 又 说 明 输 顿 斯 狂想 可 能 是 真 的 {公平 地 说 ,应 该 提 到 用 其 他 方 
法 也 得 到 了 大 量 的 证 例 } .但 1983 年 10 月 赫 耳 曼 - 特 : 歼 勒 和 安 德 
鲁 - 奥 德 莱 斯 科 (Andrew Odlyzko) 用 8 年 的 合作 成 功 地 证 明了 种 实 不 
是 这 样 ， 

他 们 的 结果 是 由 古典 数学 方法 和 人 能力 强大 的 计算 机 相 结 合 取得 


1217; 


的 .不 仅 如 此 ,他 们 的 合作 是 今日 科研 的 一 种 日 渐 明显 的 趋势 的 范 [218] 
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开学 :新 的 过 多 时代 - 


例 , 在 大多 数 时 间 里 ,他 们 都 站 自己 的 工作 基地 ( 获 勒 在 阿姆斯特丹 
数学 中 心 , 奥 德 全 斯 科 在 新 泽 西 贝尔 实验 室 ) 通 过 电子 信和 滑 联 系 . 
他 们 是 怎样 得 到 结果 的 呢 ? 当然 不 是 找到 了 一 个 使 | M{n)| 产 
Yn 的 数 n. 在 当时 ,这 样 的 数 还 没有 发 现 .能 得 到 的 例证 表明 :在 10% 
以 下 没有 这 样 的 数 .他 们 让 明 的 关键 是 1942 年 因 格 汉 姆 (A.E. Ing- 


ham) 得 到 的 结果 . 
首先 ,注意 到 不 等 忒 | 村 Gr) | < yn 可 改写 成 
i:M(n) -1 
Vn . 


因 格 汉 姆 所 作 的 是 说 明 如 何 定 头 . -个 郴 数 h(x), 使 其 有 下 面 性 质 : 
对 任意 实数 *, 比 只 (xz) 小 的 数码 能 大 于 每 个 | Wave 的 值 . 所 
六 为 了 葫 定 默 顿 斯 猜想 ,只 和 需 找 到 -个 x 使 h(x)>1. 假 设 你 找到 
个 zx 使 (x) =1.06, 则 因 格 汉 姆 的 结果 说 明 所 有 比 1.06 小 的 数 都 
不 大 十 任何 一 个 | 时 (aa 的 值 .特别 地 ,1 小 于 1.06) 不 大 于 任 
何 | Cn) 1 yan 的 值 ,这 与 默 顿 斯 狂想 矛盾 (但 注意 这 里 没有 给 出 - - 
个 使 默 顿 斯 不 等 式 失 效 的 n 值 ). 

函数 h(x ) 的 定义 让 及 到 一 些 非常 抽 锭 的 数学 ,包括 获 曼 消 
数 .特别 地 ,对 给 定 信 x,h(x) 的 计算 率 涉 到 & 函数 零点 个 数 的 相当 
精确 的 计算 .《 鲍 格 汉 姆 有 关 tx) 阻 数 的 结业 要 求 所 有 被 计算 过 的 
零点 都 符合 黎 曙 假设 一 一 虽然 如 果 期 望 这 个 假设 正确 的 话 可 能 不 会 
担心 这 方面 的 事 , 不 管 娜 种 情况 这 个 假设 已 在 超过 了 为 否定 默 顿 斯 
猜想 所 和 需要 的 区 间 上 被 检查 过 . ) 无 疑 ,这 种 计算 要 是 没有 强大 的 计 
算 机 是 去 耗费 时 间 了 .即使 如 此 ,在 写 好 一 个 对 任 给 的 x 完成 h(x) 
的 计算 程序 的 同时 ,还 必须 面 对 找 个 使 h(x) 比 1 大 的 x 的 任务 .这 
个 部 分 是 更 加 困难 的 .函数 h(x) 表现 出 的 趋势 令 人 失望 :得 到 的 值 
几乎 总 是 远 远 小 于 1. 事 实 上 ,到 1979 年 , 获 盔 能 得 到 的 最 好 的 值 是 
0.86. 看 来 找 -- 个 合适 的 x 就 像 大 海 找寻 一 样 困 难 .在 那 时 , 黎 勒 下 
缚 论说 这 个 问题 超出 了 现存 计算 机 的 计算 能 力 ， 

事实 说 明 , 这 个 问题 的 突破 并 非 由 于 新 的 计算 机 技术 ,而 是 伦 斯 
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特 拉 (Lenstral 和 挤 瓦 茨 (Lorisz11981 年 发 现 的 -个 有 力 的 新 算法 
{ 它 被 公开 后 得 到 了 广泛 的 应 用 ). 在 应 用 到 上 默 顿 斯 销 想 上 时 ,这 项 新 
技术 {这 里 不 去 描述 } 正 好 提供 了 为 寻找 合适 的 x 值 所 需 的 计算 手 
段 . 歼 勒 和 奥 德 莱 斯 科 从 此 有 了 大 海 捞 针 的 法 宗 . 

证 明 的 第 -- 步 是 计算 出 -- 些 8 孜 数 的 堆 点 .这 些 零 点 是 计算 他 
们 可 能 会 在 搜索 中 碰 到 的 关 (x) 的 值 所 请 要 的 .为 此 一 台 阿 姆 斯 特 
丹 数学 中 心 的 A CDC CYBER 750 型 计算 机 工作 了 40 个 小 时 ,得 
到 了 精确 到 100 位 数字 的 2000 个 等 点 ,接着 ,应 用 上 南 提 到 的 新 算 
法 ,由 尔 实验 室 的 一 - 台 CRAY ~ 1 计算 机 十 作 了 起 个 小 时 ,计划 发 现 
了 - -个 使 h(x) 比 1 大 的 «< 和 什 . 它 使 h(x)=1.061545. 默 顿 斯 铺 想 最 
终 被 杏 定 了 . 据 记 载 , 达 到 目的 的 * 值 是 个 在 小 数 点 前 有 65 位 数字 
的 式 数 : 

-14 045 289 680 592 998 046 790 361 630 399 781 127 

400 591 999 789 738 039 965 960 762.521 505 

当然 ,这 个 结果 不 仅 和 否定 了 默 顿 斯 猜想 , 它 还 表明 不 等 式 

| tn <1.06vn 
不 总 成 立 . 那么 有 没有 另 一 些 常数 4 使 不 等 式 
[Ma <d 

总 成 立 昵 ? 如 果 有 一 个 4 昔 嫩 不 等 式 成 立 的 话 !( 对 所 有 am), 则 黎 曼 
假设 成立 .为 了 用 黎 贰 和 奥 德 菜 斯 科 所 采取 的 方法 证 明 这 种 形式 的 
一 个 不 等 式 错误 ,必须 找到 - -个 使 h(x ) 大 于 4 的 x 值 . 歼 勒 和 奥 德 
革 斯 科 都 相信 ,不管 4 有 和 杀 大 ,这 在 理论 上 都 是 可 行 的 一 一 就 是 说 ， 
他 们 相信 h(x) 可 以 达到 任意 大 的 值 . 不 过 他 们 提醒 说 ,用 当今 最 新 
的 算法 和 计算 机 技术 ,在 实际 中 所 能 希望 的 最 好 的 x 值 ,也 只 能 让 
h(x) 达 到 1.5 左右 .他 们 还 肯定 说 ,达到 2 已 是 超过 我 们 现实 能 力 
的 事情 . 

那么 随 着 默 顿 斯 猜想 的 否 证 ， 黎 曼 假 设 的 情况 如 何 呢 ? 完全 依 
然 如 故 ， 如 果 默 顿 斯 猜想 正确 (如 斯 带 阶 所 认为 的 那样 )， 获 曼 猜 
想 的 正确 性 就 唾 手 可 得 . 俱 知 道 默 瑟 斯 猜想 不 成 立 ， 却 不 能 对 黎 曼 
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学: 新 的 黄金 时 代 - 


候 设 作 任 何 结论 . 这 上 是 个 猜想 : 默 顿 斯 猜想 和 歼 曼 猜想， 它们 是 不 
等 价 的 . 

然而 上 默 顿 斯 猜想 有 一 个 减弱 条 件 的 氢 述 , 它 等 同 于 黎 曼 棚 设 :对 
任何 大 于 172 的 实数 r, 存 在 一 个 常数 4 使 不 等 式 

1 (al < An' 

对 所 有 5 部 成 立 ,{ 换 名 话说 ,把 黑 顿 斯 猜想 中 的 指数 搞 成 大 于 172， 
就 会 得 到 - -个 相似 类 型 的 木 等 式 . ) 这 一 命题 如 有 错误 当然 也 就 瞳 示 
了 黎 曼 猜想 的 错误 (就 像 它 的 正确 暗示 黎 曼 狂想 的 正确 一 样 ). 但 这 
是 与 黑 顿 斯 猜想 截然 不 周 的 问题 . 


比 员 巴赫 猜想 


数学 , 像 它 通常 呈现 在 世界 面前 的 ,是 一 种 普 冷 的 ,没有 人 情 味 
的 知识 .数学 真理 的 独特 之 处 在 于 它 不 因 时 间 、 地 点 和 人 物 的 改变 而 
改变 .但 是 ,数学 的 发 展 过 程 却 是 一 种 人 类 的 活动 ,所 以 它 受 到 各 种 
影响 的 制约 .虽然 数学 真理 的 忽 对 性 最 终 是 不 能 被 否认 的 ,但 有 时 为 
达到 最 终 的 日 标 却 要 花费 一 些 时 间 . 

慨 如 你 是 :位 世界 数学 界 的 领导 人 物 . 你 在 某 一 问题 上 已 钻研 
了 多 年 ,有 好 儿 次 你 已 经 近乎 解决 了 这 个 问题 . -天 ,你 收 到 一 份 
385 上 页 的 打字 手稿 ,主要 意思 是 解决 了 你 那个 问题 .你 看 看 上 面 的 署 
省 , 山 , 一 位 令 人 尊敬 的 数学 家 .这 可 不 是 你 每 天 都 能 收 到 一 打 , 然 后 
马上 扔 进 废 纸 和 化 前 那 种 思想 怪诞 的 文章 .不 过 这 个 人 已 有 52 岁 了 ， 
而 传统 上 认为 (很 据 … 些 颇 令 人 佩服 的 统计 资料 ) 数 学 家 一 过 了 40 
岁 左 右 就 不 会 有 什么 太 出 名 的 工作 了 .还 有 ,这 位 数学 家 以 前 也 曾 声 
称 自己 解决 了 某 某 问题 ,而 有 好 几 回 最 后 在 讨论 中 发 现 了 严重 的 错 
误 . 而 现在 他 又 声称 解决 了 那个 在 70 年 的 历史 中 不 仅 难 倒 了 你 ,这 
个 世界 上 这 一 问题 方面 的 著名 专家 ,而 且 还 击败 了 包括 世界 上 许多 
其 他 数学 和 界 领导 估 物 的 问题 < 用 个 人 也 曾 --- 时 以 为 他 们 找到 了 管 
案 ). 草草 看 过 一 遍 手 稿 后 ,你 知道 你 的 这 位 同事 用 了 你 和 熟悉 这 一 
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问题 的 所 有 人 都 认为 最 不 可 能 成 功 的 -种 篆 形 的 方法 ， 

而 对 这 样 的 情况 一 一 泡 疑 坝 寿 你 还 有 很 多 别 的 事 要 做 你 该 
怎么 办 ? 这 就 是 美 间 数学 家 卡尔 - 菲 世 杰 拉 德 {Carl FitzGerald ) 在 
1984 年 春天 所 人 处 的 位 置 , 他 的 同胞 路 易 - 德 -布衣 日 (Louis de 
Branges) 真 的 像 他 宣称 的 那样 ,已 经 解决 了 比 贝 巴 茜 (Bieberbach ) 铺 
想 , 这 个 许多 人 都 没有 有 解决 的 大 问题 了 吗 ” 非 芯 杰 拉 德 觉得 好 像 不 
太 可 能 .1“ 我 不 希望 他 的 证 明 是 正确 的 ," 他 后 来 写 道 ,“ 我 有 两 篇 文 
章 说 明 比 贝 已 赫 和 猜想 至 少 接近 于 正确 …… 我 不 想 让 我 的 结果 被 取 
代 ,”) 德 -布衣 日 还 给 全 国 的 男 外 十 米 个 数学 家 寄 去 了 玫 稿 副本 ,可 
是 他 们 也 都 抱 着 同样 的 怀疑 态度 . 

但 是 事 有 凑巧 , 作 汐 苏 美 交 流 计 划 的 一 部 分 , 德 :布朗 日 被 优先 
安排 访问 苏联 .在 访问 期 间 ( 同 年 4 月 到 6 月 1, 他 被 安排 到 列宁 格 勤 
大 掌 作 报 告 .这 是 曾 述 他 宣称 的 证 明 的 理想 场所 .在 他 的 听众 当中 将 
有 在 这 一 问题 上 的 三 位 所 界 著名 专家 米 林 (I.M.Milin) , 埃 梅 拉 诺 夫 
{E.G .Emel’anoy) 和 库 荡 米 那 CG.V ,Kuz ' mina) .197] 年 米 林 本 人 曾 
垃 出 过 一 个 猜想 ,他 还 阐明 了 比 贝 巴 幸 猜想 是 它 的 一 个 推论 . 而 德 ， 
布朗 日 所 证 时 的 实际 上 就 是 米 林 所 提 旧 的 那个 猜想 .俄罗斯 数学 家 
咀 然 也 是 充满 怀 肾 ,但 却 是 耐心 的 听众 ,他 们 上 昕 完了 五 次 每 次 四 个 小 
时 的 系列 报告 .他们 期 望 着 会 随时 挑 出 错误 . 

可 是 发 现 错误 的 . - 刻 没 有 刘 来 ,因为 没有 错误 ,证 明 是 正确 的 . 
下 一 步 是 看 能 再 把 郧 长 的 证 明 简 化 .经 过 研究 ,他们 进行 了 -- 些 出 色 
的 修改 ,把 文章 的 长 度 缩 短 到 仅 有 13 页 .这 13 页 的 论 交 问 拱 界 各 地 
寄 发 后 ,人 人 们 综 历 了 一 个 坐 直 一 一 注意 一 一 相信 的 过 程 . 德 :布朗 日 
所 做 的 是 许多 数学 家 可 望 而 不 可 及 的 工作 .他 解决 了 -个 长 期 悬 而 
未 涩 的 .会 认 的 " 难 " 题 . 

事实 上 ,这 一 问题 的 难度 是 它 所 以 闻名 的 主要 原因 ,就 目前 所 
知 , 比 只 巴赫 猜想 并 不 像 黎 曼 候 设 那样 会 时 发 许多 精采 的 进展 .但 它 
是 一 个 "于 净 "的 结果 ,显示 了 数学 及 复 分 析 前 有 序 性. 它 的 内 容 氢 述 
如 下 : 
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设 有 无 穷 级 数 
B=x+ arrlt aax3+, 
* 是 复 变 量 , 系 数 zs,… 是 复数 ( 央 * 系数 是 1val=1). 对 变量 x 
的 任 一 给 定 值 ,无 穷 级 数 能 够 产生 -确定 的 管 数 { 即 级 数 的 “和 ”》. 但 
为 此 要 求 级 数 的 项 以 很 快 的 速度 变 小 以 插 消 项 数 是 无 穷 的 这 种 
作用 . 
例如 ,以 前 给 出 的 sinx 是 号 型 的 级 数 : 


3 x3 


。 _ 计 + | js 
Snr = X31t sr 71+ 


(Caz=0,43= 1/31,a4=0,as = 171.a6= 人 0 对 x+ 的 任意 值 ,该 
无 穷 级 数 给 出 箔 限 的 答 数 ,因为 系数 a :以 如 此 速度 变 小 【同样 ,e 
的 级 数 虽 然 第 一 项 有 是 1 ,不 是 B 型 的 ,但 如 减 秋 首 项 的 1., 得 到 e* -1 
的 级 数 就 成 了 B 形 的 . 像 sinx .… 样 .对 任意 * 值 给 出 有 限 和 和 .) 

但 是 ,如 果 数 列 中 的 系数 不 以 这 样 快 的 方式 减 小 ,那么 无 限 和 的 
存在 就 取决 于 取 作 x 值 的 数 的 大 小 了 .x 值 取得 小 ,可 能 会 得 到 有 限 
的 答案 ,x 值 取 得 大 ,会 得 到 无 限 的 结果 (有 些 情况 还 根本 没有 结 
果 ). 特 别 地 ,车 x 小 于 ,由 当 5 增 大 时 x" 减 小 ,就 有 可 能 得 到 一 个 
有 限 的 结果 .这 完全 条 决 a, 的 系数 .所 以 ,数学 家 研究 B 形 的 数列 
时 ,他 们 经 常 把 注意 力 放 在 使 n 增 大 时 x" 变 小 的 x 值 的 数列 的 表现 
虐 , 即 他 们 只 考 虚 锯 对 值 小 于 1 的 x. (复数 x 的 绝对 值 是 指 它 在 复 
平面 上 到 厌 点 的 距离 ,用 |x | 表示 .这 一 符号 原 用 来 表示 把 实数 x 去 
掉 负 号 . 其 实 想 想 这 两 个 用 法 并 不 矛盾 .复数 的 新 用法 上 只 是 护 展 了 旧 
的 用 法 . 直接 在 -直角 三 角形 中 应 用 毕 达 哥 拉 斯 定理 ,如 果 x ='a + 
Bi, 则 |x|=V a + b.) 

在 复 平面 上 ,所 有 使 |x | < 的 复数 x 的 柴 合 形成 了 一 个 半径 
为 工 的 圆 盘 ,中 心 位 于 原点 ,通常 叫做 单位 转盘 (因此 说 x 位 于 单 
位 加 可 内 只 不 过 是 1x| < 1 的 几何 表述 . ) 

假如 现 有 一 B 形 级 数 ,而 且 级 数 对 单位 贺 盘 内 的 每 个 x 值 都 有 
一 有 限 的 (复数 ?和 { 以 A(x) 表示 ), 这 级 数 便 定义 了 一 个 靖 数 f(x)， 
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使 对 单位 圆 盘 上 的 每 个 x 都 指定 了 -个 拨 x) 的 秆 .函数 了 作用 在 不 
同 的 * 值 上 时 可 能 得 到 同 - -结果 .比如 设 级 数 中 有 az=1, 而 其 他 
系数 为 0, 即 f(x) =x+x?*, 则 检验 可 知 关 一 173} 和 六 -2/3) 都 等 于 
-2/9, 如果 不 同 的 x 值 总 给 出 不 辣 的 7(x), 册 函数 Az) 时 币 一 一 
的 (基于 这 样 的 事实 , 邯 f(x) 的 每 … 个 秆 是 从 唯一 的 一 个 x 值得 
来 }. 这: -特性 非常 有 用 ,所 以 数学 家 给 它 这 样 一 个 特殊 的 名 字 { 有 点 
像 多 数 现代 社会 中 的 一 夫 一 妻 制 ). 

现在 假设 级 数 好 (不 管 它 实际 是 针 人 么 ) 产 生 一 个 一 一 的 晒 数 
A(x) 使 对 单位 贺 盘 上 的 任意 x 有 有 限 的 值 ,就 能 在 复 平 面 上 通 出 
xz) 的 几何 图 象 .Ftx) 把 单位 轿 上 的 每 :点 % 与 复 平 面 上 的 基 一 点 
A(x) 联系 起 来 .这 样 得 到 的 fx) 的 集合 是 复 平面 上 的 一 个 区 域 ( 子 
集 ). 那么 我 们 很 自然 则 要 和 间 这 个 区 域 有 儿 大 ,从 为 x 值 本 自 单位 圆 
盘 , 市 单位 圆 羽 比 整 个 复 平 面 小 (后 者 在 各 个 方向 伸 向 无 穷 ). 你 也 许 
会 想 F(x ) 的 值 域 不 过 是 整个 平面 的 一 个 小 部 分 慷 了 .可 晤 别 忘 了 ， 
单位 加 盘 与 整个 复 平面 都 包含 着 无 穷 多 的 点 ,就 像 在 第 2 童 充分 屡 
永 的 ,无穷 集 合 的 行为 与 我 们 熟悉 的 有 限 和 集合 完全 不 闻 .这 里 很 可 能 
也 不 一 样 .上 面 何 题 的 答案 是 :了 (x) 的 值 域 实际 上 有 可 能 是 整个 复 
平面 ! 根本 无 需 特别 构造 肖 数 A 作 x), 现 成 的 柯 布 (Koebe) 声 数 就 能 
收 到 这 一 点 , 它 可 以 通过 以 下 公式 计算 ; 

K(x}= 
或 由 以 下 的 8 级 数 得 到 : 
K{x) =x + 2x7 + Ir 4 Sy 

( 寺 柯 布 函 数 源 自 B 形 的 无 窃 级 数 ,是 -- 一 的 , 它 正 是 我 们 观察 过 的 
那 种 范 数 , ) 柯 布 函数 给 出 的 与 单位 图 盘 上 的 对 应 的 所 有 (x) 值 
的 集合 是 由 除去 实 轴 上 的 到 -地 的 点 以 外 的 所 有 复数 组 成 的 . 所 
以 在 几何 上 ,这 一 隆 数 要 凶 大 就 有 多 大 (这 里 “大 " 指 值 域 的 大 小 ). 

柯 布 区 数 是 值 域 最 大 的 "纪录 保持 者 ” ,那么 是 不 是 它 的 级 数 中 
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每 - :项 的 系数 也 是 最 大 的 呢 ? 也 就 是 说 , 取 一 五 形 级 数 , 它 定 交 了 
一 个 单位 圆 盘 上 的 所 有 * 的 (有 限 的 ) 单 值 范 数 ,是 和 否 有 : 

‘a2 | 2, | 二 3,|a4| 二 4 
(或 者 把 问题 换个 提 法 , 如果 级 数 B 有 - :个 或 多 个 系数 不 能 满足 相 
应 的 不 等 式 .比如 |ai6| =163.5 则 是 否 会 得 出 : 昌 么 了 不 是 单 值 的 ， 
改色 更 糟 ,单位 图 盟 上 有 毕 x 使 B 级 数 没 有 有 限 慎 ?) 

这 上 就 是 本 计 纪 初 德国 数学 家 路 德 维 希 - 比 贝 电 赫 (Ludwig 
Bisberbach) 提 出 的 问题 ,在 1916 华 的 -- 篇 文章 中 他 猜想 符 案 为 
“是 ”. 但 是 他 只 能 证 明 他 的 猜想 的 第 一 个 系数 . 郧 他 设法 证 明了 
| az| 三 2. 

英雄 故事 就 此 开始 .这 -狂想 看 起 来 相当 有 道理 ,是 -- 种 复 分 析 
经 常 产 生 的 “干净 "的 结 时 . 它 的 陈述 十 分 简明 ,保证 有 不 少数 学 家 荆 
路 敏 试 , 伍 发 现 最 终 的 证 明 却 花 了 很 长 时 间 . 

在 比 员 巴赫 之 后 ,有 基 这 一 猜想 的 第 -个 结果 是 德国 人 查尔斯 
吕 维 内 尔 (Charles Liwner) 作 出 的 ,1923 年 他 找到 一 种 方法 证 明了 系 
数 <4 时 的 情 沈 ( 即 他 证 明了 ; a3| 过 3). 1955 年 ,在 美国 工作 的 哥 拉 比 
但 (Garabedian) 和 和 希 费 尔 (Scebiffer) 证 明了 下 个 系数 gs 时 的 猜想 ， 
1968 年 , 佩 得 森 {Pederson) 和 奥 诊 华 (Ozawa) 跳 过 了 as 证 明了 as 时 的 
情况 . 1972 年 佩 得 森 和 项 费 尔 会 作 处 理 了 略 这 的 es. 辐 年 奥 就 华 和 
库 博 塔 (Kubota) 委 下 ar 证 明了 :ag| 志 8, 这 标志 着 步 步 通 进 的 结束 . 

这 的 彤 是 缓慢 的 进展 .如 朱 像 这 样 一 个 一 个 地 检验 每 个 系数 , 那 
人 么 整个 猜想 足 不 可 能 被 证 明 的 (因为 系数 是 无 穷 多 的 ). 但 是 这 种 进 
展 最 后 总 是 能 公 上 与 引出 解决 这 一 问题 的 方法 . 当 路 易 . 德 -布朗 日 在 
1984 年 最 终 证 明了 比 贝 巴赫 犹 碟 时 ,他 的 方法 实际 上 是 以 --- 些 早期 
的 工作 为 基础 . 早 到 什么 时 候 ? 1923 年 昌 纵 内 和 尔 的 工作 , 比 内 
巴 殖 本 人 之 后 研究 这 问题 的 第 一 人 ! 现在 我 们 要 在 故事 的 主要 情 
节 之 外 如 一 自持 遇 , 因 为 当 攻 克 那 些 系 数 的 过 程 在 一 个 - -个 地 缓慢 
进行 之 时 , 另 - -个 过 程 也 在 悄然 进行 ， 

这 个 想法 是 探讨 下 列 形 式 的 不 等 式 : 
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| en | 二 Cr ， 

这 里 《和 是 -一 些 常数 ,要 看 看 对 所 有 的 值 ,不 等 式 被 验证 都 成 立时 ,CC 
能 达到 多 小 .为 让 明 比 由 巴赫 猜想 , 伏 村 说明 C 有 可 能 是 1. 可 是 在 
些 之 前 ,我 们 能 与 这 个 值 接近 到 什么 程度 呢 ? 

JEE* 利 特 伍 德 发 现 了 第 一 个 这 样 的 结 杂 .1925 年 他 证 明了 人 C= 
是 可 能 的 (e 约 等 于 2.718). 从 那 以 后 这 一 值 被 逐渐 降低 ,1956 
年 ,前面 提 到 的 有 数 林 说 明了 C 可 以 为 1.243.1972 年 , 菲 蒋 术 拉 德 
(在 本 节 的 开始 , 正 是 他 接 到 了 385 页 的 手稿 ) 把 C 降 到 1.081. 1978 
年 ,他 的 学 生 戴 维 ' 赫 罗 维 世 (David Heorowits) 浆 降 至 1.066., 已 经 到 
了 非常 诱 人 的 接近 程度 ,但 还 近 得 不 通 , 1984 年 比 风 巴赫 猜想 最 后 
完全 解决 时 , 却 不 是 靠 这 种 “ 闫 小 C" 的 过 程 ,而 是 根据 1923 年 只 维 
内 尔 原 来 的 工作 ， 

为 了 证 明 as 的 情况 ,号 维 内 尔 引 入 了 一 个 偏 微 分 方程 , 它 的 解 
下 以 逼近 单位 圆 盘 上 的 什 - 单 值 滑 数 .现在 的 做 法 是 把 数学 翻译 成 
物理 语言 ,如 河中 的 水 流 , 微 分 方程 表示 了 一 个 扩张 流 , 有 可 能 沿 流 
“传递 信息 "一 一 特别 地 ,能 个 计 这 个 函数 的 B 级 数 的 系数 的 大 小 
德 : 布 胃口 在 证 明 中 引入 了 一 些 辅助 函数 6 以 掌握 所 要 的 售 
息 ,每 个 各 由 涉及 所 有 前 面 到 二 -的 耳 数 的 抽 分 方程 所 征 尺 . 比 败 
马赫 猜想 的 证 明 ( 实 际 是 前 面 握 到 的 较 强 的 米 林 狂 租 的 证 明 ) 则 北约 
为 对 这 些 4 函数 满足 某 些 条 件 的 证 明 . 这 是 对 这 - -问题 的 极 重 要 的 、 
决定 性 的 ,然而 艾 是 老式 的 评 明 方法 ,就 好 像 是 一 场 精采 的 马戏 , 德 ， 
而 关 日 库 尽 全 力 要 使 所 有 的 球 保 持 在 空气 中 一样 ,但 它 却 成 功 了 . 


阅读 文献 


复数 愉 论 的 内 容 可 以 在 许 专 数学 基础 恋 物 中 找到 , 比 好 Keith Devlin 的 
Seta, Functions nd Logic(Chapman 态 Hall ,1981) .同样 也 有 复 俘 析 的 高 级 一 点 的 
知识 的 著 和 作 , 和 GJ.O,Jameson 的 First Course on Complex Fonctions{Chapman 
& Hall, 1970). 
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.数学 : 新 的 党 会 时 站 


K .Chandrasckharan 的 Introduetiun to Analytie Number Theory (Springer — Yer- 
lag,1968) 一 书 如 其 书 名 所 示 , 盟 然 书 中 的 实证 性 内 容 并 不 是 外 行 们 所 能 搞 清 
[227] 的 . 


有 关 黎 受 C 尚 数 的 昔 作 是 H.M.Edwards 的 Riemannms zeta function(Academ- 
te: Press ,193741 . 
入 . 阿 .Odlyzke 和 TH.J Jite Riele 的 研 充 文章 Disproof of the Mertlers conjec- 
ture 发 表 于 journal fir die reine und angewandte Mathematik .Volume 357( 1985). 
pp.138 - 的 .描述 了 默 顿 斯 生息 的 解 洪 过 程 ， 
比 见 巴 芋 猜想 县 其 解决 的 莘 要 狗 述 避 见 DO.M.Fomenko 与 G.V.Kyuz mimu 
的 交 章 The last 100 days of the Bieberbach eonjecturet The Mathematical lnteli- 
gencer, Yolume BCE986), pp. ~ 7). 还 有 个 记载 见于 非 莹 杰 拉 德 的 文章 The 
Bieberbach conjectlure: Retrospective (Notice of the American Mathematical Society, 
1228| Volutne 32C1985),pp.2—6.) 
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童子 军 , 物 理学 家 和 其 他 


怎样 识别 平 结 与 错 平 结 ” -个 普 道 的 童子 军 可 以 毫 无 肝 难 地 回 
答 这 个 问题 .但 数学 家 能 进行 这 样 的 区 分 吗 ? 1984 年 关于 这 问题 的 
钱 究 取得 了 重要 突 玻 . 

物理 学 家 在 研究 我 位 生活 的 本 维 时 - 空 涪 宙 时 使 用 的 数学 是 否 
正确 ? 1982 年 以 前 ,每 个 数学 家 都 会 异口同声 地 回答 ,当然 正确 ， 
这 样 的 数学 只 有 一 种 ." 然 击 现 在 我 们 了 解 更 多 了 . 还 有 其 他 不 同类 
型 的 数学 可 以 窜 应 用 于 四 维 宇 害 一 一 但 仅仅 十 四 维 宇 害 ; 对 二 维 空 
间或 三 维 ,五 维 、. 六 维 以 及 更 高 维 空间 来 说 决 不 会 发 生 这 种 情况 . 四 
维 空间 的 特殊 性 不 仅 在 干 我 科 的 宇宙 似乎 是 四 维 前 ,而 及 还 在 于 数 
学 上 它 也 很 特殊 一 一 不 过 表现 形式 完全 出 人 意料 . 

这 些 只 是 近年 来 在 称 作为 “拓扑 学 "的 数学 领域 中 所 发 生 的 两 项 
进展. 这 门 学 科 范 围 如 此 广泛 ,介绍 它 可 能 需要 整整 一 本 书 而 不 是 眼 
前 这 - - 章 , 书 名 可 叫 《 拓 扑 学 的 新 间 题 一 一 新 的 黄金 时 代 》. 今 天 , 拓 
扑 学 ,至 少 是 它 的 某 些 分 支 , 正 在 向 数学 的 大 多数 额 域 浴 透 , 贺 木 用 
说 它 与 斑 代 物理 学 的 许多 深刻 联系 了 .这 门 学 科 在 本 书 第 7 章 讨论 
四 色 定 理 时 已 经 亮相 .{ 与 其 他 各 章 专题 的 联系 尚未 提 及 ,但 这 种 联 
系 确实 存在 . } 这 站 学 科 只 有 -- 个 世纪 的 历史 .虽然 有 些 思 想 可 以 追 


洲 到 欧 拉 与 高 斯 ,但 其 真正 的 发 展 道路 是 19 世纪 晚期 由 开 ' 谍 加 菜 122? : 


《Henr Poinearé》 和 其 他 --- 些 大 的 工作 而 开 丘 的 . 
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数学 : 新 的 黄金 时 代 


本 章 只 涉及 拓扑 学 的 两 个 新 面 :纠结 理论 一 一 一 个 引人入胜 但 
却 高 度 专 门 化 的 领域 ,以 及 流 形 理 论 关于 几何 曲面 和 广义 曲面 
的 性 质 的 研究 . 大 多 数 拓扑 学 家 会 把 流 形 理论 看 作 是 他 们 这 门 掌 科 
的 核心 . (作为 应 用 流 形 理 论 的 突变 论 , 是 本 直 纪 60 年 代 由 拓扑 党 家 
BR: 托 姆 (René Thom) 和 CC: 许 曼 (Christopher Zeeman) 创 立 的 ,虽然 它 
完全 符合 本 呈 的 选材 标准 ,但 还 是 被 略 而 不 讲 ,我 的 理由 是 关于 这 一 
专题 的 优秀 通俗 读物 很 容易 找到 .中 ) 

虽然 拓扑 党 是 一 个 极为 深奥 的 研究 领域 ,但 对 有 兴趣 的 门外汉 
(也 许 就 是 读者 和 您 本 人 ) 来 说 ,只 要 有 几何 对 象 的 直观 能 力 ,就 能 理解 
其 -办 原理 .因此 以 下 的 介绍 采取 了 了 商 雇 几何 化 的 手法 . 


什么 是 拓扑 学 ? 


拓扑 学 是 数学 中 一 个 很 容易 定义 又 很 难 理解 的 分 支 .拓扑 学 可 
以 简单 地 定义 为 研究 几何 对 象 在 连续 变换 下 保持 不 变 的 性 需 的 学 
问 .直观 地 说 ,所 谓 连 续 变换 (也 曲 拓 扑 变 接 ) 就 是 使 几何 对 象 受 到 弯 
曲 . 拉 伸 .压缩 .扭转 或 它们 的 任意 组 台 . 这 里 理想 地 假设 受到 变形 的 
几何 对 象 具有 弹性 ,从 而 能 充分 经 受 这 样 的 操作 .必须 附加 的 条 件 
是 :在 变换 前 连 在 -起 药 点 变换 后 仍 应 连 在 一 起 .经 过 适当 的 处 理 
《这 并 不 容易 ) ,上述 归 求 不 像 乍 看 那样 与 几何 对 象 可 尾 意 拉 伸 这 - 
点 相 了 矛盾 .需要 避免 的 是 对 象 的 任意 切割 ,斯 分 或 “粘连 ”. 圣 少 , 在 一 
般 的 意义 上 上 是 这 样 :将 对 象 切 割 后 再 沿 切口 粘连 起来 ,这 样 的 变换 大 
允许 的 ,以 使 原先 连 在 -起 的 点 仍然 连 在 一 起 ,否则 有 些 操作 就 不 可 
能 进行 .例如 ,为 了 把 图 48(i 所 示 的 形体 连续 变换 为 图 48(5iiy 所 泵 
的 形体 ,允许 将 两 个 套 在 -- 起 的 环 像 图 48{ii) 那 样 切 割 开 来 ,然后 
再 将 两 边 的 切口 重新 粘连 在 -起 .两 个 可 以 这 样 互相 变换 的 形 钵 就 
叫做 是 拓扑 等 价 的 .( 事 实 上 就 上 述 特 殊 的 例子 而 言 ,切割 并 无 必要 . 


们 如 攻 实 变 论 》,A .而 oodeock 和 加 .Davis 蔷 {Tenguin 1980) .一 一 原 注 . 
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仅仅 通过 拉 伸 与 弯曲 就 可 将 图 48(i) 变 换 成 图 48(i) .你 知道 怎样 做 
吗 ? 答案 如 本 章 结 尾 图 62 所 未 .这 个 例子 说 明了 即使 像 * 简 单 拉 伸 ”! 2331 
这 样 的 概念 也 是 难以 捉摸 的 .) 


i) 


图 咎 环 的 难题 . 设 有 如 图 (i) 所 示 用 高 度 弹 性 的 物质 做 成 的 物体 ， 
你 能 通过 变形 而 使 两 个 环 像 图 4ii) 那 样 解 开 吗 ? 最 显而易见 的 方法 
是 将 其 中 “个 环 切 开 , 和 个 两 环 分 离 ,然后 再 将 两 端的 切口 重新 粘连 起 
来 .内 要 两 自由 端的 粘连 方式 与 分 割 前 完全 一 样 ( 即 任何 -一端 都 趟 受 
扭转 ), 上 述 过 程 就 是 将 人 0) 变 成 ii) 的 … 种 哲 扑 变换 .但 实际 上 不 用 
切割 就 可 能 梗 人 变换 成 fii) ,只 需 以 适当 的 方法 对 物体 作出 椒 理 即 
可 .你 晓得 怎样 做 吗 ?” 图 62 给 出 了 一 个 解法 . 


“接种 - 切割 -粘连 "这 类 拓 瓜 描述 之 所 以 不 够 恰当 ,说 因 之 - 

是 它 只 能 被 应 用 于 曲面 ( 即 二 维 形 体 ) 的 研究 ,而 拓扑 学 却 要 处 理性 

意 维 数 的 形体 ,包括 三 维 .四维 .五 维和 更 高 维 的 情形 .即使 对 二 曲面 
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来 说 也 有 有 困难 .因为 习惯 于 在 三 维 空间 中 来 考 左 二 维 形体 ,这 就 容易 
将 -: 维 形体 的 性 质 与 背 车 室 间 的 性 质 混淆 起 来 .确实 , 维 数 概念 本 寺 
就 常 帝 引起 混 请 .例如 在 本 章 中 所 谓 球 是 指 一 维 的 球面 而 不 是 妹 体 . 
这 种 曲面 上 的 点 只 能 消 该 曲面 上 的 两 个 独立 方向 移动 .然而 ,个 球 
虞 的 县 体 作 图 直 只 能 在 至 少 是 二 维 的 空间 中 才能 实现 . 

还 可 以 举 夯 -个 例子 :图 49 中 的 时 而 与 环 面 灾 柱 拓扑 上 似乎 是 
有 区 别 的 (它们 也 确实 不 同 ) .任何 教条 . 弯 昌 或 切割 .粘连 似乎 都 不 
订 能 将 其 中 - -个 变换 成 男 一 个 .( 请 记 住 唯一 许可 的 切割 - 粘连 过 程 
区 来 所 有 被 切 才 的 点 必须 重新 粘连 起 染 ,因此 决 不 可 能 通过 先 切 新 


全 站 


泣 锣 还 面 * 刘 与 环 面 全 ), 在 拓扑 学 中 二 者 皆 被 看 作 * 中 空 " 册 面 而 
本 是 诗 心 立体 .大 字数 人 会 同意 这 样 的 看 法 , 即 不 可 能 用 任何 拓扑 方 
法 将 其 中 一 -个 变 海 男 一 个 一 一 也 就 是 说 这 两 个 曲面 在 拓扑 上 是 不 等 
价 的 .为 了 证 明 这 一 点 ,你 必须 指出 其 中 一 个 曲面 的 一 种 招 扑 考证 为 
另 -- 个 山 面 所 没有 . 环 面 的 “ 洞 " 似 乎 赂 于 这 类 性 质 .但 问题 在 于 这 个 
泣 林 是 环 面 而 是 背景 空间 的 性 质 . 区 分 这 两 种 曲面 拓扑 性 质 的 是 所 
谓 的 欧 拉 示 性 数 .虽然 环 面 的 欧 拉 未 性 数 的 确 是 曲面 自身 的 性 质 ,但 
它 如 实 反 有 贞 了 环 面 (不 如 说 不 是 环 面 ?的 润 . 


人 ” 像 球 向 : - 样 , 环 鹿 也 被 者 作 是 中 空 的 曲面 .一 一 原 注 . 
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此 将 两 端 精 连 起 来 而 将 一 个 环 面 变换 成 球面 .) 这 两 种 曲面 的 基本 区 
草 似 乎 是 在 于 :球面 有 一 个 “和 滋 “ 而 球面 则 惟有 .是 不 是 这 样 呢 ? 否 . 
环 面 是 一 种 光滑 的 曲面 , 上面 根本 不 存在 “ 洞 ”. 如果 你 被 限制 生活 在 
一 个 巨大 的 环 面 上 ,你 可 以 走 遍 整 个 积 面 而 决 不 会 遇 到 任何 润 . 上 面 
提 到 的 洞 是 与 这 类 特殊 则 面 落 在 三 维 空间 中 的 方式 相关 的 . 焕 言 之 ， 
这 个 涧 是 某 种 属于 背景 空间 的 东西 .这 并 非 遂 这 个 酒 与 环 面 的 拓扑 
毫 不 相干 ,只 是 说 它 不 是 环 面 自 湾 的 性 质 . 环 面 有 一 种 所 护 性 质 与 背 
景 空间 中 润 的 存在 密切 相关 .下 面 我 们 就 来 介绍 这 种 性 质 {( 它 被 用 作 
为 区 别 环 面 与 球面 的 特征 ). 

曲面 自身 的 性 质 与 其 背 最 空 榈 的 性 质 之 间 的 区 别 是 很 微妙 的 . 
这 一 点 若 与 ”边界 "这 个 拓扑 概念 相 比 较 就 很 清楚 .无 论 是 球面 还 是 
环 面 都 没有 边界 ,它们 都 是 所 谓 闭 (无 边界 ) 曲 面 .一 个 加 盘 月 一 条 边 
界 , 带 一 个 洞 的 贺 盘 ( 像 -~ 张 唱片 ) 有 两 条 边界 .如 果 取 -条 纸 带 将 其 
两 端 粘连 在 一 -起 形成 圆柱 带 (如 图 50(1)) ,就 十 得 到 - -个 有 两 条 边 的 
曲面 .如 果 将 纸 带 着 半 转 后 再 将 两 端 粘 连 起 来 (如 图 50Gi)), 可 以 得 


人 {if) 


图 给 圆柱 带 人 0 各 莫 比 筷 斯 带 ( 让 ) .图 柱 带 是 具 站 两 条 边界 的 可 定 
向 曲面 的 例子 ; 击 莫 比 乌 斯 将 则 是 单 边 .不 可 定向 曲面 的 例子 .要 从 
一 条 纸 带 做 一 个 莫 比 乌 斯 带 , 只 需 将 此 纸 带 担 半 转 ,然后 再 将 两 端 粘 
连 起 来 . 莫 比 乌 斯 带 有 一 些 奇特 的 性 质 .例如 你 可 以 看 一 看 当 莫 比 乌 
斯 带 裕 圭 图 所 示 虚 线 剖 天 后 会 发 生 什 么 情 滴 .结果 将 完全 出 乎 你 的 
意料 ,你 还 可 以 类 估 地 去 前 分 另 一 个 莫 比 乌 拔 带 ,但 这 次 是 沿 离 边 缘 
兰 分 之 一 宽 的 虚线 剖 分 ， 
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齐 : :个 只 有 - -条 边界 的 曲 庙 《 试 做 一 个 瞧 颇 )， 旭 黄 比 岛 斯 带 ， 是 
以 第 北 吝 中 己 提 狠 过 的 数学 家 莫 比 乌 斯 {4. F，Mébius》 的 各 字 
命名 的 . 
将 玛 条 欧 比 与 斯 带 边 对 边 地 精 连 并 来 ,结果 得 到 的 就 是 所 旋 的 
完 菜 英 杠 ( 见 第 7 章 图 机). 不 过 在 三 维 宅 间 中 不 可 能 进行 这 样 的 作 
图 ,除非 允许 曲面 能 够 穿 过 日 身 .天 独 有 偶 :; " 莫 比 乌 斯 带 ( 和 克 莱 芮 
钼 ) 是 只 有 -- 个 傅 面 的 曲面 “用 这 种 说 法 来 表达 曲面 拓扑 的 基本 概 
念 也 师 容 易 引 起 误解 ,因为 “侧面 "的 概念 过 分 依赖 于 物体 落 在 三 维 
或 斑 高 维 帘 阅 明 这 -一 认识 (从 空间 的 高 处 可 以 以 视 灿 面 的 侧面 }. 一 
个 蓝 比 乌 斯 带 或 克 区 芮 瓶 怎 看 似乎 有 两 面 ,然而 你 会 发 现 要 给 这 是 
2331 而 涂 上 不 局 的 烙 色 是 不 可 能 的 {至少 请 对 莫 比 乌 斯 带 试 --* 试 ,看 看 会 
发 和 牛 什么 情况 }, 这 当然 会 有 助 于 认识 这 些 曲 面 的 非 同 寻常 的 性 质 ， 
但 却 仍 不 能 说 明 上 曲面 真正 的 拓扑 特征 .在 目前 的 情形 ,这 种 特征 并 不 
是 “侧面 性 "(sidedness) ,而 是 “可 定 疝 性 "(prientability》. 所 以 从 现在 
起 请 尽量 不 要 再 把 曲面 想象 为 有 “人 删 面 " 的 东西 . 
-个 曲面 如 果 可 以 在 十 述 意义 上 将 “ 顺 时 和 针 ” 与 ^ 送 时针” 的 概念 
区 分 开 来 ,就 被 称 作 为 可 定向 的 . 设 在 则 面 上 (最 好 是 曲面 内 , 务 请 记 
住 则 面 无 " 面 " 人 画 一 小 图 并 给 定 -- 个 方向 ,如 图 51 所 示 . 那 么 无 论 
你 怎样 在 曲面 上 (最 好 说 曲面 和 内) 移动 这 个 小 图 ,都 不 能 使 它 的 方向 
变 反 .形容词 * 小 "的 意思 是 指 圆 充分 小 以 致 能 沿 曲 面 乍 由 移动 而 不 
会 遇 到 诸如 洞 或 隆起 之 类 的 东西 .) 贺 柱 带 (图 5007)) 是 可 定 铅 的 ; 莫 
比 乌 斯 带 ( 图 50(i)) 是 不 可 和 定向 的 .为 了 骨 白 这 - -点 ,应 用 某 种 透明 
材料 [如 市 售 供 投影 仪 使 用 的 “ 酯 酸 胶 和 片 "就 很 合适 ) ,以 便 从 昌 面 的 
尊 “ 侧 " 氏 可 看 见 你 所 画 的 定向 圆 , 因 布 可 以 认为 它们 是 在 曲面 * 内 ”. 
现 从 画 在 带 上 的 -… 个 带 第 头 的 小 阅 出 发 , 按 一 定 问 隔 相 继 复 制 这 个 
小 圆 ( 包 插 箭头 ), 这 样 在 带 上 “移动 "小 圈 . 对 莫 比 乌 斯 带 来 说 ( 见 
.234」 图 52) , 当 你 加 到 出 发 之 处 (你 可 能 会 误 认为 是 在 其 反面 ) ,将 会 发 现 
小 池上 血 头 的 方向 已 经 改变 ; 上述 一 连 串 的 圆 表明 了“ 顺 时 针 " 方 向 
时候 样 在 小 俩 从 未 离开 过 曲面 的 情况 下 变 成 “ 道 时 和 针 " 方 向 的 .这 就 
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是 所 滑 不 可 定向 性 .对 十 倒 柱 带 来 说 ,就 不 可 能 发 生 这 种 反 向 ,而 这 
就 是 可 定向 性 . 


i [ED 


51 可 定向 柱 .个 曲面 被 称 为 可 定向 的 ,如 果 不 可 能 通过 在 上 曲 
面 上 的 移动 而 将 道 时 针 指 向 前 加 (人 i) 变 成 顺 时 针 指 回 的 圆 (ii). 可 证 
向 性 是 曲面 的 -种 拓扑 性 质 , 它 对 应 十“ 双 而 性 "的 直 党 概念 (如 圆 村 
带 的 情形 )# 而 不 可 定向 性 则 对 应 于 “ 单 面 性 " 概 写 (如 莫 比 乌 斯 带 的 


情形 ). 


iO © Oo 
< ON 


52 莫 比 乌 斯 带 的 不 可 定向 性 .用 -- 条 透明 材料 的 带 制 作 . 个 荧 
比 乌 斯 带 ,看 一 看 当 一 定向 圆 在 带 上 称 动 时 将 发 生 和 什么 情况 . 


:235 - 


怎样 研究 拓扑 学 ? 


对 这 问题 的 - -个 滑 生 但 却 十 分 中 肯 的 回答 是 :“ 多 加 小 心 ” 折 补 
学 允许 非常 -- 般 类 型 的 迹 换 ,这 意味 着 几何 图 形 大 多数 众所周知 的 
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性 质 将 不 再 适用 . 吉 典 下 何 ( 可 以 被 看 作 是 研究 图 形 在 刚体 变换 一 一 
平移 .旋转 与 反射 于 保持 不 变 的 性 质 的 学 问 ) 中 常用 的 概念 包括 直 
线 . 圆 . 逢 .长度 , 而 积 和 重 直 等 等 ,所 有 这 - 切 在 拓 补 学 中 都 失去 了 
意义 ,因为 它们 在 连续 变换 下 可 以 变 得 面目 全 非 . 

在 古典 几 柯 中 ,为 了 证 实 黄 个 几何 图 形 是 否 相 同 ,要 看 你 能 不 能 
在 理论 了) 通过 刚体 变换 来 移动 其 中 ~ 个 图 形 , 使 它 与 男 一 个 图 形 
在 所 占 位 置 上 重合 .如 果 能 找到 这 样 的 变换 ,就 说 这 两 个 图 形 “ 相 等 ” 
或 "全 等 " ,或 者 更 正式 地 说 它们 是 儿 何 “等 价 " 的 .为 了 说 明 两 个 图 形 
不 相同 , 则 需 找 出 某 种 特殊 的 几何 性 质 , 它 对 于 两 个 图 形 来 说 有 所 不 
司 , 例 如 -个 锣 形 比 男 一 个 图 形 大 ,或 二 者 某 个 角度 不 相等 .当然 ,所 
有 这 些 都 已 人 所 共 知 ,似乎 不 值得 -- 提 .我 们 一 直 是 用 这 样 的 方法 来 
进行 图 形 比 较 的 .然而 ,拓扑 学 中 所 采用 的 正 是 完全 同样 的 方法 ,只 
不 过 用 到 前 变换 的 概念 有 所 不 同 { 并 且 对 我 们 来 说 很 不 熟悉 ) 愤 了 . 

为 了 证 明 两 个 图 形 拓 盾 等 价 4, 策 要 找到 一 个 拓扑 ( 即 连 续 } 变 
黎 , 使 其 中 -个 图 形变 成 另 .- 个 . 锣 如 三 角形 与 圆 是 拓扑 等 价 的 , 它 
们 之 各 存在 着 显 见 的 变换 方式 .为 了 证 明 琴 个 图 形 在 托 扑 上 不 同 ( 邯 
不 等 价 ), 则 需 找 出 某 种 只 为 其 中 - -个 图 形 所 独 有 的 拓扑 性 质 . 例 如 
边 颖 , 因 盘 有 -- 条 边缘 ,球面 却 没 有 边缘 ,因此 二 者 在 拓扑 上 是 不 则 
的 .( 你 不 可 能 通过 连续 变形 将 图 盘 变 成 球面 , 反 过 来 也 如 此 .) 为 了 
在 拓 杆 上 对 两 个 闭 曲 面 ( 妈 没有 边缘 的 曲面 ) 如 球面 与 环 面 作出 区 
别 , 赔 需要 找 出 其 他 大 种 拓扑 性 质 . 环 面 的 “ 洞 "不 能 起 这 样 的 作用 ， 
因为 正如 我 们 已 经 看 到 的 那样 , 它 并 非 曲面 本 身 的 拓扑 性质 ,可 定向 
性 同样 也 无 济 于 事 , 因 为 这 两 种 曲面 都 是 可 定向 的 .( 由 于 克 芋 苏 瓶 
是 不 可 定向 曲面 ,可 定向 性 这 一 概念 可 以 被 用 来 将 球面 环 面 与 克 莱 
昔 瓶 区 别 开 来 .) 

因此 ,拓扑 学 的 首 杰 任务 之 ~- 就 是 要 找 出 足够 的 据 扩 狂 质 ,使 我 


全” 数学 家 们 使 用 术语 "相等 ”和 和" 合 等 ,但 对 于 初学 此 来 廊 , 它 们 带 有 去 蝇 的 儿 何 内 
衫 , 这 里 尽 可 能 地 避免 使 用 .一 一 原 注 ， 
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们 能 对 任意 是个 不 等 价 的 图 形 作 出 区 别 , 方 法 是 证 明 只 有 其 中 的 : - 
个 图 形 具 有 某 种 特别 的 性 质 .当然 ,任何 这 种 性 质 对 于 所 有 与 被 考虑 
的 对 象 拓扑 等 价 的 图 形 来 说 必须 相 奇 .也 就 是 说 拓扑 性 质 必 须 在 连 
刍 亚 换 下 保持 不 变 ,{ 如 有 改变 ,就 不 是 拓扑 性 质 !1) 正 因为 如 此 ,这 些 
性 质 通常 就 叫 拓 和 陡 不 变量 ,用 这 和 名称 比 叫 * 性 质 " 好 ,因为 许多 不 变性 
质 都 是 数值 不 变量 .可 定向 性 是 一 种 拓扑 不 变量 ;曲面 的 边 绿 数 也 是 
毛 扑 不 变量 , (有 一 条 边缘 的 曲面 木 可 能 与 有 三 条 边 毕 的 曲面 等 价 .】 
还 有 : -种 拓扑 不 变量 , 它 与 上 述 两 种 不 变量 一 起 ,足以 被 用 来 区 分 所 
有 的 非 等 价 曲 面 .但 在 讨论 这 种 不 变量 以 前 ,有 必要 对 像 “ 球 面 习 the 
sphere) 或 * 克 菜 菌 瓶 "({the Kiein bottle) 这 样 ( 带 定 冠 词 ) 的 说 法 作 - - 
解释 .因为 (例如 ) 任 意 两 个 球面 拓扑 等 价 (它们 只 是 位 置 和 大 小 有 所 
不 条 ,而 后 二 者 都 不 是 拓扑 不 变量 ). 从 拓扑 学 家 的 观点 看 这 两 个 球 
面 是 * 全 等 "的 ,因此 说 “the sphere" 是 有 意义 的 ,即使 你 所 观察 的 图 
形 像 一 段 香肠 . 当然 ,如 果 同 时 考 汇 两 个 球面 ,元 定 冠 词 就 不 合适 ,但 
着 你 的 目的 只 是 简单 她 表达 球面 这 一 概念 ,那么 “the sphere 这 种 说 
法 就 是 有 意义 的 . 

现在 来 谈 谈 曲面 的 第 三 种 不 变量 .事实 上 ,我 们 在 第 了 章 中 已 经 
明 到 并 使 用 过 这 类 不 变量 ,正如 在 第 7 章 中 所 证 明 的 那样 ,对 任意 上 曲 
面 来 说 ,由 覆 效 (整个 ) 曲 面 的 一 张 地 图 或 阅 络 的 顶点 数 (『) .边缘 数 
《五 ) 和 面 数 (F) 所 得 到 的 数量 了 -已 + ,与 具体 网 络 的 选取 及 它 在 
曲面 上 的 位 置 无 闫 . 同时 可 以 证 明 ( 并 且 也 容易 使 人 相信 ) ,此 数 在 曲 
面 的 任何 连续 变换 下 保持 不 变 , 因 此 是 蝎 面 的 一 种 拓扑 不 变量 , 叫 出 
面 的 欧 拉 示 性 娄 . 

球面 的 欧 拉 示 性 数 是 2( 即 对 与 球面 拓扑 等 价 的 任意 曲面 和 柳 
盖 曲 面 的 任意 网 络 来 说 ,了 -已 + 下 =2). 环 面 的 欧 拉 示 性 数 是 0, 因 
些 环 面 与 妹 面 在 拓扑 上 是 有 区 别 的 . 与 环 面 的 “ 洞 "“ 有 关 的 恰 答 是 欧 
拉 示 性 数 . 双环 面 有 两 个 润 ,其 欧 拉 示 性 数 为 -2, 三 环 面 有 三 个 润 ， 
其 欧 拉 示 性 数 为 -4, 等 等 . … 般 公式 将 在 后 面 给 出 . 克 莱 菌 瓶 前 殉 拉 
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小 性 数 与 环 曾 放样 是 0, 因 此 ,该 不 变量 不 能 用 以 区 分 这 两 种 曲面 
但 正如 已 经 担 到 的 那样 ,在 这 -~ 情形 叮 定 向 性 可 担当 这 方面 的 角 
名 ) .种 不 变量 一 一 边缘 数 .可 定向 性 和 欧 拉 示 性 数 在 - -起 ,足以 对 
所 有 的 (二 维 ) 出 面 进行 区 分 ， 


纽 结 的 拓扑 


有 些 折 扑 学 家 可 能 试 为 组 结 拓 耻 不 起 "拓扑 学 ”在 革 种 意义 上 
他 们 的 看 法 旺 对 的 .组 结 理论 是 拓扑 尝 . 们 却 是 :种 非常 特殊 的 拓扑 
党 ,组 拓 理 论 研究 的 对 锭 ( 纽 结 ) 必 须 是 于 维 空 词 中 的 形体 .在 一 维 空 
问 中 不 可 能 徽 这 样 的 纽 结 那里 没有 划分 的 “余地 "使 你 能 将 - 根 


` 强 子 或 此 他 任何 类 似 物 自身 缠 鲁 .在 四 维 战 更 高 维 空间 中 则 “余地 ” 


[238] 


太 多 ,以致 任 何 -个 纽 结 都 会 被 立即 打开 而 变 成 没有 纽 结 的 绳子 , 另 
外 ,对 纽 结 施 行 的 拓扑 变形 还 必须 特别 排除 一 般 拓 扑 变换 所 人 允许 的 
甸 割 和 粘连 ( 作 这 种 限制 的 原因 不 言 而 喻 ). 

那么 究竟 什么 蚌 纽 结 理 论 电 ?是 曾 思 义 ,就 是 对 纽 结 的 数 掌 研 
完 ., 图 53 和 ( 间 给 出 了 再 个 简单 的 纽 结 例 子 : 锁 结 和 八字 结 . 取 - - 
报 强 地 并 打 成 上 述 的 任何 一 种 纽 结 ,你 将 会 发 现 :它们 确实 是 打 了 
结 , 而 不 是 简单 的 “ 虚 结 ”区别 在 于 :要 打开 - -个 纽 结 必须 在 某 - - 步 
又 让 绳子 的 一 个 自由 端 穿 过 绳 围 , 而 :个 虚 结 即使 在 绳子 两 端 都 固 
定 的 情况 下 也 能 被 打开 .另外 , 锁 结 与 八字 结 似 平 星 很 不 -- 样 的 :要 
将 上 共 中 -- 利 结 灾 换 成 男 - -种 是 不 可 能 的 ,除非 介 许 强 子 的 -个 自由 
端 穿 来 穿 支 《如果 丙 端 都 因 定 ,那么 任何 操作 部 不 能 使 锁 结 变 成 八 
字 结 .1 
尽管 到 目前 为 止 事 捕 看 似 简 单 ,其 实 茂 们 已 经 履 入 薄 水 ,如果 你 
手 里 拿 - : 根 强 上 ,很 可 能 经 过 半 个 小 时 的 摆弄 仍 无 法 解 开 上 面 的 组 
结 或 将 已 有 的 结 变 成 另 -种 结 ,然而 这 并 不 能 证 明 强 子 确实 是 打 了 


人 是 立 此 处 下 作 " 碌 而 ”一 译 者 渡 - 
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出 


图 $3 基本 纽 结 :() 锁 和 结 .(ii 八 字 结 ,i 三 叶 形 纽 结 , (iy) 八 字形 
乌 结 .前 丙种 纪 结 可 以 用 缆 线 打 成 .但 对 数学 研究 来 谤 ,自由 端 必 纺 
连结 起 来 形成 个 闭 轩 . 连 结 0) 的 两 端 瑚 到 (ii) ;连结 (i) 的 两 占 得 
到 fir) .图 (i 机 (iv) 就 是 纽 结 图 的 例 了. 


结 或 两 种 结 确实 不 同 . 战 许 只 是 还 没 丰 按 到 正确 的 动作 和 步骤 而 已 . 
《 述 记 得 图 48 中 的 难题 吗 ?) 村 十 复杂 的 构 形 来 说 家 情 双 如 何 呢 ? 当 
一 长 条 绳 线 缠 作 - 团 ( 就 像 割 草 机 的 导线 杂乱 地 缠 在 -起 那样 ) , 鉴 
判别 它 完 亮 是 … 个 虚 结 {在 这 种 情 上 只 要 小 心地 抽 拉 线头 就 可 将 它 
展 直 ) 达 是 一 个 真正 的 纽 结 那 是 很 困难 的 .-- 团 乱 麻 似 的 线 很 可 能 根 
本 就 没有 形成 组 结 ,或 者 只 不 过 是 一 个 简单 的 纽 结 . 魔 术 师 们 在 关 侣 
上 就 极 尽 玩弄 " 假 结 " 的 能 事 ,那些 类 人 的 假 结 其 实 根本 就 不 成 其 为 
结 .事情 确实 令 人 迷 圳 , 亩 疝 题 的 解决 需要 依靠 精细 的 方法 一 一 一 种 
系统 的 .数学 的 方法 ,这 正 是 纽 结 理论 要 研究 的 内 容 . 1239| 
因为 组 针 蛙 沦 的 研究 对 象 是 “ 纽 结 性 ”fknottedness), 于 是 首先 
要 做 的 事情 就 是 撑 陪 那些 月 由 端 . 坚 然 实际 打 结 的 时 候 自 由 端 非 常 
于 点 ,但 它们 的 出 现 却 妨 得 数学 研究 的 顺利 进行 ,因为 无 论 打 结 还 是 
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解 绪 都 总 (不 含 切割 的 ) 拓 扑 过 程 . 换 名 话说 ,从 拓扑 学 的 观点 看 , 带 
有 有 自由 端的 强 耶 是 不 能 打 结 的 .最 简单 的 解决 办 法 是 将 自由 准 连 结 
起 来 形成 一 个 闭 圈 ( 可 能 已 让 组 结 ), 在 纽 结 理论 中 正 是 这 样 做 的 .如 
果 和 将 图 53 让) 和 (5) 所 示 纽 结 的 两 个 自由 端 连 结 起 来 ,结果 所 得 的 纪 
结 在 数学 上 分 中 时 人 梧 三 叶 形 组 结 [ftirefoi)y 和 和 八字 形 纽 结 (four 一 
knot) ,如 图 5340ii7 和 (iv) 所 示 

内 此 ,一 个 纽 结 就 是 一 个 闭 圈 (用 绳 . 线 或 其 他 什么 材料 做 成 )、. 
‘作为 特 秽 ,这 一 定义 包括 了 简单 的 "无 纽 结 " 的 闭 圈 .无 纪 结 的 闭 阐 
也 器 半 帮 纽 结 , 它 有 点 类 和 似 于 算术 中 的 数 零 或 集会 论 中 的 空 集 . ) 两 
个 纪 结 被 认为 是 秆 价 前 ,如 果 有 了 吕 能 通过 不 包 丘 切割 的 拓扑 过 程 将 
其 中 一 个 变换 成 另 一 个 .组 结 理论 最 主要 的 目标 就 是 要 找 出 一 组 弓 
引 直 变量 . 依 香 这 组 不 变量 就 足以 识别 任意 两 个 不 等 价 的 纽 结 ( 就 像 
用 可 定向 性 和 欧 拉 示人 性 数 来 识别 任意 两 个 不 等 价 的 闭 曲 面 那 样 ). 特 
别 是 应 当 能 用 这 组 不 变量 来 确定 -个 给 定 的 纽 结 是 否 确 是 经 结 , 或 
者 长 仅 是 等 价 于 一 个 平 拟 纽 结 ! 即 一 个 简单 的 绳 团 ). 

最 早 进行 这 方面 研究 的 是 在 数学 领地 处 处 留 芳 的 高 斯 .高 斯 的 
学 生 他 斯 廷 (Listing) 在 其 专著 《拓扑 学 初探 》(1847) 中 也 用 了 很 大 的 
篇 旺 来 讨论 这 -专题 ,并 引发 了 一 大 批 工 作 . (虽然 直到 1910 年 左 
右 , 德 情 fDehn) 才 试图 证 明确 实 存在 非 平 凡 纽 结 这 样 -- 种 东西 ,在 
此 之 前 则 始终 存在 着 理论 上 的 可 能 性 , 即 报 本 就 没有 需要 研究 的 真 
正 的 纽 结 !) 

1870 ~ 1900 年 闻 , 由 害 克 曼 (Kidkman)、 泰 特 {Tait). 李 特 尔 
《Littie) 等 人 开展 的 早期 工作 ,大 多 与 所 谓 “ 索 型 纽 结 “ (prime knot) 的 
分 类 有 关 { 可 以 想象 ,这 种 纽 结 不 可 能 再 被 分 解 成 两 个 更 简单 的 纽 
结 ) .分 类 的 根据 是 这 些 纽 结 的 所 谓 相 交 数 (crossing number] .为 了 得 
到 -个 纽 结 的 相交 数 ,首先 将 纽 结 在 一 水 平面 上 摊 平 .对 于 用 绳 线 做 
成 的 纽 结 来 说 ,这 是 一 个 实在 的 操作 过 程 ,如 果 是 -个 概念 的 纽 结 ， 
出 可 借助 于 “投影 "来 做 这 件 事 .然后 民法 使 纽 结 本 身 尽 下 能 少 相 交 ， 
并 入 站 任何 一 点 都 不 可 能 发 年 有 三 段 或 更 多 段 强 线 的 交 及 .tt 所谓 相 
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父 就 是 -一 个 点 , 纽 结 的 强 钱 在 该 处 发 生 自 身 交 叉 .) 缉 线 发 生 自 身 交 1240| 
贸 的 点 的 总 数 就 是 纽 结 移 相 次数 .这 是 一 个 纽 结 不 变量 .例如 图 和 3 
{i 和 (wv) 所 示 和 的 纽 结 都 已 经 按 上 述 过 程 “ 摊 平 ", 通 过 观察 可 以 站 
出 它们 具有 的 相交 数 分 别 是 3 和 d 相 并 且 都 是 素 型 纽 结 ). 

作为 - -种 纽 结 不 变 蘑 ,相交 数 可 以 被 用 来 识别 点 不 等 价 的 纽 结 : 
如 果 两 个 组 结 的 相交 数 不 同 ,它们 就 不 可 能 等 价 .然而 这 概念 却 不 如 
表象 的 那样 有 用 .… -方面 ,许多 不 同 的 纽 结 可 以 有 相同 的 相交 数 , 因 
此 , 单 靠 这 种 不 变量 往往 不 能 发 现 不 等 价 性 . 另 - -方面 ,相交 数 的 计 
算 十 分 国难 ,因为 你 必须 用 这 样 的 方式 来 铺展 纽 结 ,使 它 没有 不 必要 
的 闭 圈 和 交 光 ,而 这 即使 村 相当 简单 的 纽 结 而 育 , 也 不 是 显而易见 的 
事情 ! 

尽管 如 此 ,到 19 世纪 未 ,已 有 大 量 相交 数 不 超 过 10 的 素 弄 纽 结 
被 分 类 制 表 .问题 是 这 些 表 是 否 包 括 了 每 个 相交 数 的 所 有 纽 结 ? 表 
中 是 否 有 下 述 意 义工 的 重复 , 邮 把 表面 不 同 亿 实质 等 价 的 纽 结 询 成 
椒 辐 的 项 ?1927 年 ,亚历山大 (J.,W.Alexander) 吕 和 和 布 里 格 斯 (G.B. 
Briggs) 研 究 了 重复 性 问题 ,并 设法 证 明了 对 于 相交 数 不 超 过 8 的 纠 
结 来 说 不 存在 重复 .他 们 的 方法 被 应 用 于 具有 相交 数 9 的 纽 结 并 且 
几乎 获得 了 成 功 ,只 剩 下 3 对 纽 结 不 能 按 他 们 提出 的 性 质 来 加 以 区 
分 ,接着 , 瑞 德 马 斯 特 (HReidemeister) 对 那 汉 对 特殊 的 组 鱼 进 行 了 和 研 
帘 .而 对 表 中 所 有 相交 数 为 10 的 纽 结 的 区 别 工作 直至 1974 年 才 巾 
后 尔 科 (Perko)? 完 成 .至 于 发 现 19 世纪 那 张 老 表 中 所 未 能 包 播 的 新 
纽 结 的 问题 , 则 进展 泗 慢 ,直到 1960 年 剑桥 大 学 的 JH : 康 威 (John 
forton Conway) 发 明了 -一 种 新 的 丸 有 效 的 组 结 记号 , 才 使 他 不 仅 能 发 
现 一些 被 前 大道 涛 的 素 型 纽 结 , 而 莫 还 将 素 型 纽 结 表 扩 大 到 了 相交 
数 为 11 的 情形 .相交 数 不 超 过 11 的 康 型 纽 结 似 乎 共有 801 个 ,其 中 


人 与 人情 说 * 解 并 "著名 的 地 结 (Gonlian knot) 的 那 位 亚 后 出 大 刺 是 阿 .个 人 ,后 寿 
是 公开 前 333 年 的 业 历 山 到 到 沉 . 他 有 周 宇 刘 斩 断 了 导 个 著名 的 绩 , 而 这 种 上 站 仁 今 并 的 证 
站 独 论 牛 是 丽 况 许 鬼 -有 也 注 . 
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教学 新 的 衣 鲍 时代- 
相交 数 为 3 和 4 的 各 1 个 ,相交 数 为 5 的 2 个 ,相交 数 为 6 的 3 个 ， 
相交 数 为 7 的 7 个 ,相交 数 为 8 的 21 个 ,相交 数 为 9 的 委 个 ,相交 
数 为 10 的 165 个 ,相交 数 为 11 的 552 个 0.{ 新 表 是 否 完 全 尚未 最 终 
注 明 ,虽然 人 人 们 相信 是 如 此 .可 能 有 重复 的 问题 亦 未 解决 ,因此 还 不 
能 保证 上 还 这 些 数字 都 趟 确 无 误 . ) 

闫 十 纽 结 的 数学 理论 ,迄今 最 重要 的 进展 是 认识 到 如 下 的 事实 ， 
即 每 个 纽 结 都 可 与 某 个 群 联系 起 来 ,这 群 就 叫 ( 该 纽 结 的 ) 纽 结 群 . 
{关于 " 群 "的 数学 概念 参阅 第 5 剖 . ) 这 是 数学 发 展 中 灌 动 人 心 的 声 
合 之 一 ,这 门 科学 某 -部 门 的 概念 与 缚 果 在 另 - 部门 中 获得 了 应 用 ， 
眼下 则 是 群 论 灶 纽 结 理论 的 应 制 . 

构造 纽 结 群 的 想法 其 实 很 简单 ,可 以 以 二 呈 形 组 结 为 例 来 解释 
{ 艳 图 54) .我 们 从 选取 不 在 纪 结 上 的 某 点 x 出 发 (点 x 愉 体 选 在 
何 处 并 不 重要 ,最终 得 到 的 群 与 此 无 关 ) .为 了 定义 -一 个 群 , 现 在 要 做 
二 件 事 :ua 定 文 悔 成 群 的 对 象 :(b) 确 定 群 中 两 个 对 繁 如 何人 台 成 以 产 
生 第 个 对 象 的 法 则 ;(e) 验 让 每 -条 群 的 公理 ( 风 第 104 页 } 者 成立 ， 

访 二 叶 形 纽 结 的 例子 而 主 ,构成 群 的 对 象 是 定 癌 5 即 和 箭头 的 ) 
道路 ,这 些 道路 从 * 点 出 发 ,不 同 程度 地 环绕 纽 结 ,最 后 又 回 到 上 
(但 它们 不 能 罕 过 纽 结 的 物质 实体 ). 并 不 是 所 有 这 样 的 道路 都 包含 
在 群 里 ,那些 有 多 余 闭 圈 ( 即 广 不 影响 道路 环绕 纽 结 的 方式 的 前 提 下 
可 被 展开 或 割 除 的 佬 圈 ) 的 道路 应 去 掉 不 计 . 这 样 图 54 中 的 道路 g 
就 不 在 群 内 ,道路 a 则 在 群 内 . 另外 , 苦 两 条 道路 可 以 (在 不 " 穿 过 ” 
纠结 实体 的 情况 下 ) 相 互 变 撞 , 如 道路 a 和 5, 则 内 取 其 中 之 一 作为 
群 的 无 素 . 位 注意 = 和 了 并 不 是 这 样 的 道路 ,因为 它们 以 相 友 的 方向 
环绕 纽 缚 ,方向 在 这 里 是 重要 的 因 索 .有 一 条 特殊 的 道路 也 属于 群 的 


人 种 ” 相 交 数 为 3 和 4 的 党 型 侠 结 他 别 如 图 53 中 人 ii 和 fir1. 对 于 直到 相交 数 汶 汪 的 素 
磺 组 结 疼 登 见 而.Alexander 得 .及 .Hriggs 的 论文 ”Dn Lypes of kantted eurves 刊 J 入 np- 
nills of Wathemalics, Yolume 28€1927), mp 502 - 6. 诸 订 相 训 数 交 弛 的 绪 结 ,做 见 开 .及 
Perko 的 论 诡 "On the olnssification of kornts 【 刊 于 Proceejings of 由 American 让 athematical 
Socinly Yolurne 45t1 人 74) Pp.202- 6,—- -点 广 ， 
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图 54 下 叶 虎 纠结 群 的 构造 ( 详 见 正文 ). 


元 素 , 即 长 度 为 0 的 所 滑 平 必 “ 道 路 .任意 一 条 定 全 不 环绕 纽 结 的 道 
路 ,如 道路 站, 都 可 以 变形 为 平凡 道路 ,因此 不 是 故 的 元素 . 这 就 是 纪 
结 群 的 定义 .注意 ,这 样 定义 的 群 包 会 在 无 穷 多 个 元 素 , 因 为 道路 在 
问 笃 x 点 以 前 可 以 任意 正 限 多 次 地 环绕 :时 形 纽 结 . 遇 这 些 道路 是 
各 不 相同 前 ! 即 不 能 相互 客 换 )， 

大 的 元 素 !{ 它 们 与 通常 设想 的 群 的 元 素 颇 为 不 同 ,这 恰恰 说 时 了 
群 的 概念 范 片 多 么 宽广 ) 确 定 以 后 ,下 -- 步 就 是 旧 定 义 丙 个 这 样 的 元 
素 的 合成 或 “乘积 ”给 定 两 条 (定向 ) 道 路 p 和 gq, 先 走 p 接着 走 4 就 
合成 另 -条 道路 ,我 人 总 可 以 将 这 条 合成 道路 变换 成 某 答 已 属 群 内 
的 道路 ,因为 所 有 群 外 的 道路 都 可 以 变换 成 群 内 的 元 素 , 这样 的 -条 
道路 就 是 群 内 两 个 元 素 p 和 4 的 “ 莱 积 ”p * 了 -例如 ,容易 看 出 在 图 
有 4 中 ,<* 臣 = 六 在 两 条 道路 的 合成 中 ,相反 的 方向 将 相 并 把 消 而 不 
会 留 下 什 何 道路 .例如 道路 ec 和 a 就 将 相互 抵消 , 若 用 e 表示 平凡 道 
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1243] 路 ,这 一 事实 就 可 以 与 成 ex d=e 或 d* c=e. 

剩 上 的 事情 就 是 要 验证 这 样 定 尽 的 系统 满足 群 的 公理 .我 们 把 

它 留 给 读 吕 自己 去 做 .单位 元 显然 是 平凡 纽 结 e, 顺 便 说 说 , 圣 少 对 
广 叶 形 纽 结 米 说 , 纽 结 群 是 韭 交 换 的 ,这 -一 点 也 让 读者 自己 去 证 明 ， 

纽 结 群 是 -种 纽 结 不 灾 量 {这 罕 少 从 定义 来 看 是 显然 的 ,定义 中 
局 考虑 天 所 有 道路 的 变形 }, 两 个 等 价 的 纽 结 将 产生 “相同 "的 群 .就 
是 说 它们 的 纪 结 群 就 群 的 性 质 而 言 是 相互 的 精确 复制 (exact copy). 
群 中 的 其 体 道 路 看 王 去 可 以 很 不 -: 样 (两 个 有 限 群 ,如果 它 们 的 表 
{ 见 第 5 音 ) 完 全 相同 ,就 说 其 中 -- 个 群 是 另 - -个 的 “精确 复制 ". 对 像 
这 里 的 无 限 群 来 说 ,为 了 使 复制 概念 精确 化 , 则 需要 利用 同 构 (iso- 
morphism ) 的 概念 ). 因 此 , 纽 结 群 像 相交 数 一 样 可 以 用 来 区 分 互 不 等 
价 的 纽 结 . 而 钮 结 群 则 是 更 强 有 力 的 不 变星 . 确实, 纽 结 群 更 多 地 抓 
住 了 “ 纽 结 结构 ”的 本 质 , 很 少 有 两 个 不 同 欧 纽 结 会 具有 相同 的 纽 结 
群 . (而 大 家 熟悉 的 平 结 与 错 平 结 却 是 这 样 一 对 少见 的 纽 结 ,这 说 明 
求知 没有 满足 时 1) 因 直 , 纽 结 群 提 供 了 区 分 纽 结 移 有 力 工 上 其 ,但 问题 
在 于 :如 和 何 非得 这 种 群 的 充分 简单 的 代数 描述 呢 ? (请 记 住 纽 结 群 是 
一 种 无 限 的 .抽象 的 数学 结构 . ) 利 用 上 述 关 于 组 结 群 的 定义 显然 还 
不 到 这 一目 的, 它 比 纽 结 本 身 还 要 复杂 1! 幸运 的 是 这 个 问题 终于 有 
了 解答 :1910 年 德 思 发 现 了 -~- 种 方法 ,可 以 从 任 --- 纽 结 的 图 形 来 得 
到 相应 纽 结 群 的 一 种 简明 的 代数 表述 . 

这 意味 着 弓 结 群 确实 提供 了 … 种 良好 实用 的 对 纽 结 进 行 分 类 的 
工 上 其 . 它 带 来 了 强 有 力 的 群 论 方法 ,有 时 了 还 引出 其 他 有 用 的 不 变量 的 
发 展 (我 们 将 在 稍 后 介绍 其 中 前 - -种 一 一 亚历山大 多 项 式 ). 这 里 同 
时 介绍 一 下 纽 结 群 的 一 个 简单 而 直接 的 应 用 . 试 考虑 以 下 问题 :给 定 
一 个 纽 结 , 能 不 能 用 这 样 的 方法 将 它 解 开 {所 请 解 结 就 是 使 之 与 圆 等 
价 ), 妈 先 附加 上 -一个 纽 结 ,然后 用 它 去 抵消 原 有 的 纽 结 ? 回 答 是 否 
定 的 .附加 组 结 将 会 产生 一 个 比 原 先 更 大 ,更 复杂 的 纽 结 群 ;与 此 疝 

-244! 上装 , 平 凡 纽 结 ( 即 贺 ) 的 级 结 祥 则 与 整数 关于 加 法 运算 而 形成 的 群 相 
同 . 因 为 纽 结 群 木 同 , 纽 结 本 身 也 就 不 可 能 等 价 . 
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另 -- 笨 人 研究 纽 结 的 途径 是 1935 年 由 谢 非 尔 德 {Seifer) 开 辟 的 . 
他 说 计 了 一 种 对 任意 给 定 组 结构 造 :个 以 昨 纽 缚 为 唯 - -边界 的 可 是 
癌 ( 即 双重 ) 曲 面 的 方法 .当前 ,曲面 拓 扯 学 (更 下 节 ) 的 - -个 标准 结果 
是 : 任 一 单 邮 .可 定向 曲面 都 大 补 等 价 于 具有 一 定 个 数 “ 环 栖 ” 
fpandle) 的 加 盘 .在 医 抽 上 开 两 个 洞 ,然后 将 -- 根 阅 柱 管 队 一头 拉 到 
舅 -- 头 ,这 就 是 吉 有 环 笨 的 罗盘 { 昂 几 59).-- 个 贺 盘 的 环 栖 数 叫做 
原 米 曲面 的 才 格 (genus) ,下 格 与 欧 拉 示 性 数 一 样 也 是 曲面 的 -- 种 招 
扑 不 变量 .这样 就 有 可 能 利用 计 菲 尔 德 方法 使 任意 纽 结 与 一 个 百 然 
数 联 系 起 来 ,这 个 数 就 是 该 纽 结 的 谢 非 尔 德 曲 而 的 村 格 , 也 叫 该 组 结 
的 这 格 .( 有 一 点 小 小 的 麻烦 是 :从 同 -- 个 纽 结 出 发 ,用 谢 菲 尔 德 的 方 
法 可 以 得 到 不 局 的 曲面 一 一 巾 有 林 同 的 气 格 . 休 要 驶 的 是 用 这 样 的 
方法 从 纽 结 得 到 的 最 小 亏 格 .) 

像 组 结 群 -- 样 , 亏 格 也 能 够 被 有 效 地 用 来 判别 一 个 纽 绪 是 否 真 
正 有 鱼 . 平 凡 纽 结 的 气 格 显然 是 零 , 虹 为 由 圆 图 成 的 图 盘 没有 汪 梢 . 
另外 ,平凡 纽 结 是 唯 -- 气 档 为 零 的 纽 缚 ,当然 这 一 点 不 如 上 述 事实 那 
样 明 显 .因此 为 了 证 明 -- 个 纽 缚 确实 是 结 , 只 要 证 明 其 亏 格 和 不 等 于 零 
就 行 .可 是 ,给 定 了 一 个 纽 结 图 后 ,怎样 来 共 体 计算 它 的 专 梅 呢 ( 这 正 
是 你 常常 要 面临 的 问题 }? 1962 年 , 险 肯 (W.Haken, 因 四 色 定 理 而 
著名 , 见 第 7 章 ) 提 出 了 一 种 可 能 的 方法 .1978 年 , 赫 米 征 {G， 
Hemion) 利 用 哈 肯 的 结果 构造 出 一 种 算法 ,人 涝 此 可 判别 两 个 给 害 的 
纽 结 图 是 否 表 示 相 互 等 价 的 纽 结 . 遗 鳄 的 是 这 个 算法 歼 窜 太 低 ,缺乏 
实用 价值 (关于 算法 有 效 位 的 讨论 参阅 第 11 章 ) .不 过 它 确实 说 明了 
组 结 分 类 问题 原则 二 可 以 用 机 械 化 的 方法 来 解决 . 

虽然 谢 菲 尔 德 前 方法 采取 了 几何 而 不 是 代数 的 途径 .1978 年 ， 
福 斯 泰 水 (C.Feustel) 种 囊 顿 (本 .Whitten) 却 指出 了 和 如何 从 纽 结 秋 来 
获得 亏 烙 的 方法 ,从 而 允 --- 次 强调 了 纽 结 群 的 基本 性 . 

读者 现在 大 概 已 经 被 为 了 区 分 组 结 而 引进 的 一 太 套 复杂 的 数学 
方法 弄 得 党 头 转向 了 .你 可 能 会 向 : "难道 就 没有 更 简单 的 方法 吗 ?”i245j 
如 果 你 勇于 经 受 侦 尔 的 失败 (个 荡 情 况 下 不 能 区 分 不 等 价 纽 结 ), 闭 
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么 还 真有 -种 中 简单 的 方法 .这 虐 是 所 谓 的 纽 结 多 项 式 方法 ,最 简单 
的 纽 结 多 项 起 是 亚历山大 多 项 式 ,1928 年 由 亚 认 山大 发 现 .里 然 :- 
个 纽 结 的 亚 访 出 大 多 项 式 可 以 从 纽 结 群 推导 出 来 ,但 它 也 可 以 直接 
通过 纪 结 留 而 竺 有 到 .平凡 绷 结 的 亚历山大 多 项 式 是 数 1 ,三 时 虑 绷 结 
{ 见 图 59300503 的 亚 折 山大 客 项 式 是 
Y2 -和 二 1 
而 入 字形 纪 结 的 亚 具 山大 竹 天 式 则 为 
x2— 3x+1. 

显然 这 陆 个 多 项 式 是 不 辐 的 ,所 以 :时 形 纽 结 与 入 字 形 纽 结 寺 不 等 
价 ( 它 们 也 者 不 是 平 几 纽 结 ). 纪 结 的 亚历山大 包 项 式 是 一 神 很 有 由 
的 不 变量 : 它 足以 用 来 区 分 相交 数 不 超过 8 的 所 有 率 型 纽 结 ,并 日 除 
了 站 对 例外 ,还 本 以 误 别 所 有 相交 数 为 9 的 素 措 纽 结 

然而 ,在 亚历山大 多 项 式 区 分 不 了 的 纽 结 中 ,有 -对 就 是 平 结 和 和 
错 乎 结 , .首部 有 相交 数 6, 并 且 都 不 是 索 型 纽 结 , 每 个 都 由 两 个 一 
叶 形 弓 结 合成 .区 虽 在 于 :构成 它们 的 三 叶 形 纽 结 荐 大 手 引 还 是 右 于 
结 { 见 图 55). 这 两 个 组 结 的 亚历山大 多 项 式 都 是 

(x2—x+1). 
{恰好 是 三 叶 形 纽 结 亚 记 山大 多 项 本 的 平方 ,这 并 非 偶然 ,任何 一 个 
合 碱 纽 千 的 亚历山大 多 项 式 部 是 构成 它 的 纪 结 的 业 历 山大 渭 项 式 的 
乘积 . ) 不 过 请 不 要 为 此 何 怪 徘 亚 认 山 大 多 项 式 .正如 前 面 所 说 ,即使 
是 更 强 有 力 的 纽 结 群 也 不 能 区 分 这 两 种 纽 结 , 问题 的 焦点 在 于 左手 
二 叶 形 绷 结 和 右手 一 时 形 组 结 的 区 分 . 纽 结 群 做 不 到 这 一 点 ,至少 单 

罕 它 白 己 不 行 用 适当 的 方式 "加 强 " 纽 结 群 , 则 有 可 能 得 到 -种 胜任 
此 原件 务 的 组 结 不 变量 ,人 这 浆 要 涉及 更加 抽象 的 方法 了 . 

普通 的 童子 军 轻 和 而 努 举 的 事情 , 却 令 数 学 家 们 搜 尽 抽象 方法 的 


1 盛 库 . 直 到 1984 年 8 月 ,事情 才 有 明显 的 转机 .这 - 咎 有 四 个 相互 独 


立 的 数学 家 小 组 (一 -个 在 英国 ,其 他 三 个 在 美国 ) 发 现 了 … 类 新 的 多 

项 式 , 用 这 类 多 项 式 就 可 以 识别 左手 二 叶 形 与 石 于 汪 叶 形 的 组 结 ( 也 

就 是 说 可 以 识别 平 结 与 错 平 结 ). 按 这 类 和 多项式 发 现 的 情况 ,如 果 用 
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图 人 5 0) 平 结 , (i) 错 平 结 ，: 者 的 区 期 让 未 其 中 三 叶 形 纽 结 的 走 
问 . 纽 结 群 不 能 区 分 这 两 种 定向 ， 


有 真 献 的 数学 家 的 名 字 米 命名 的 话 , 可 称 其 为 赚 威 - 琼斯 - 弗 雷 德 
-时 特 尔 - 堆 斯 特 - 李 柯 里 希 - 米 勒 特 - 奥 克 尼 鳃 (Conway - Jones 
— Freyd - Yetter ~ Hoste ~ Lickorish - Millett - Deneanu 多项式, 念 起 
来 可 真 独 口 .幸好 多项式 本 吴 却 简单 得 多 ,与 只 有 一个 变 元 的 炎 访 出 
天 多 项 式 不 同 ,这 种 新 和 多项式 有 两 个 变 元 .! 它 们 还 包括 有 这 些 变 元 
的 锡 次 项 ,因此 读者 -开始 可 能 会 猛 琼 是 否 该 称 它们 为 "多项式 ”.) 
右手 三 叶 形 组 结 的 新 多 项 式 居 

一 区 + x 十 EF 
在于 三 时 形 纽 结 的 新 密 项 式 是 

— +x + iy [247) 

洽 八 字形 组 结 的 新 多 项 式 则 是 

x-2+x -yy—-y li+l, 
那么 您 样 计算 这 些 多 项 式 昵 ?它们 可 以 从 绀 结 图 得 到 .基体 计算 过 
程 已 超出 本 书 范 围 ,但 应 该 指出 这 是 - -种 可 以 有 效 好 在 计算 机 上 进 
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行 的 彻底 机 械 化 的 过 程 . 

这 种 多 项 式 能 够 区 分 所 有 的 不 等 价 纽 结 吗 ? 不 能 ,它们 尚 不 能 
胜任 .数学 家 们 还 必须 继续 探索 .组 绪 理 论 中 还 上 月 大 量 末 被 解 开 的 
颖 ,个 对 我 们 来 说 ,现在 应 该 转向 另外 的 话题 了 ， 


在 曲 侧 上 控 洞 ? 


自从 50 年 代 以 来 ,拓扑 学 发 展 的 中 心 课 题 无 疑 是 流 形 {mani- 
iolds)? 的 研究 .粗略 地 说 ( 怡 当 的 定义 将 在 后 面 给 出 ), 流 形 巧 是 曲面 
概念 在 任意 维 情形 的 推 1 .最 简单 的 流 形 是 - -维和 二 维 的 流 形 . : 维 
流 撒 就 是 曲线 (实数 轴 是 其 特例 ). 而 一 维 流 形 即 昌 面 (一 维 平 面 -外 
是 其 特例 ). . : 维 流 形 的 好 外 是 可 以 茵 出 它们 的 图 像 ( 甚 至 还 可 以 作 
它们 的 物理 模型 ). 对 本 书 污 者 来 说 ,遗憾 的 是 实际 上 自 本 世纪 初 以 
来 ,几乎 所 丰 的 研究 都 集中 在 一 维 或 香 疝 维 的 波形 ,而 这 类 流 形 荐 无 
法 用 图 形 来 解释 的 .( : 般 忆 本 中 与 饥 维 流 形 有 关 的 隐 像 都 是 夯 给 专 
家 看 的 ,需要 做 详细 的 解释 . ) 当 然 , 如 果 维 数 不 高 ,例如 在 二 维 或 四 
维 情 形 ,还 有 可 能 用 投影 或 取 截 面 的 方法 来 解释 简单 的 流 形 . 但 起 得 
懂 它 们 , 仍 需要 加 些 附 带 的 说 明 . 例 如 ,如 果 没 有 解说 词 ,你 能 认 出 图 
56 所 要 表示 的 是 什么 样 的 四 维 形 体 吗 ? 这 是 一 个 超 立 方 体 { 即 立方 
体 的 四 维 类 似 物 ) 的 两 张 投 影 赂 . 正 像 一 个 三 维 形 体 可 以 通过 在 一 维 
平面 上 的 投影 来 解释 一 样 ,一 个 四 维 形 体 .原则 上 也 可 以 通过 它 在 三 
维 空 间 中 的 投影 来 描绘 . 再 糙 三 维 图 形 机 影 到 平面 上 ,就 能 得 到 原来 
四 维 形 体 的 -个 图 解 ,这 就 是 在 图 56 中 所 看 到 的 东西 .当然 ,解释 这 
些 投 影 需要 半 一 副 脑 盘 . 将 二 维 形体 投影 到 平面 上 做 起 来 比较 容易 ， 
前 兰 画 家 埃 歌 尔 (Mauritz Rscher) 一 些 3; 起 禾 动 的 作品 就 是 利用 这 样 


扣 度 * Seratehing te surfiree 让 必 莫 滞 城 语 " 滥 尝 儿 由", 此 处 滞 带 相关 , 国 永 节 导 
以 尼 面 (7 维 流 展 ) 为 铀 (在 曲面 于 搞 测 ) 来 为 理解 页 维 流 形 埋 论 作 引导 .一 一 详 者 注 . 
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生 壹 章 超编 与 其 机 新 扑 间 是 


图 56 直立 方 体 , 一 种 具有 8 个 大 小 相同 的 正方 体 作 ” 面 "的 四 维 图 
形 .两 张 图 都 寿 表 示 超 立方 体 在 三 维 空间 中 投影 的 平面 投影 . 


的 技 蕊 制作 出 来 并 收 到 艺术 效果 前 ,图 57 那样 实际 上 "不 可 能 "的 给 
画 就 是 -- 例 .四 维 形 体 的 投影 解释 起 来 就 比较 困难 一 一 超 立 方 体 究 
竟 是 什么 样子 呢 ? 正 像 一 个 通常 的 立方 体 有 5 面 ,每 个 商都 是 大 小 
相同 的 正方 形 一 样 ,一 个 超 立方 体 有 8" 面 ", 每 个 面 都 是 大 小 相间 的 
正方 体 . 如果 你 仓 细 观察 -- 下 图 56 左边 的 图 (同时 试 着 想象 它 所 描 
绘 的 二 维 投 影 ) ,你 将 看 出 它 表示 了 8 个 正方 体 : 最 外 面 的 那个 大 的 ， 
最 户 面 的 那个 小 的 ,以 及 已 变形 为 平 截 头 方 锥 的 那 丘 个 .天 小 与 形状 
的 畸变 只 是 从 四 维 向 三 维 空间 投影 的 特征 ,在 实际 的 (四 维 ) 空 间 中 ， 
这 8 个 “ 面 " 太 小 都 是 相同 的 ,而 直立 方 体 则 “ 介 于 "它们 之 间 . 
除了 投影 , 圾 一 种 使 高 继 形 体形 象 化 的 方法 就 是 取 “ 截 面 ”. 例 
如 ,和 什么 样 的 四 维 形 体会 给 出 图 58 所 了 示 的 一 系列 三 维 截 面 呢 ”我 们 
尖 道 一 个 款 的 相继 截面 形成 一 系列 的 图 ,这些 略 从 最 小 的 开始 , 连 革 
变 钊 最 斥 , 然 后 又 重新 变 小 ,{ 这 类 似 于 将 昔 果 切片 的 情形 .) 同 样 的 
-个 四 维 超 球 的 相继 截面 将 形成 一 系列 的 球 ,如 图 58 所 示 , {问题 ; 
-个 艇 立方 体 的 - :系列 截面 是 什么 呢 ?) 
这 样 的 图 解 方 法 百 少 可 以 人 司 人 对 四 维 物体 是 何 样 有 个 粗略 的 概 
念 .它们 对 说 明 五 维 或 更 高 维 的 形体 却 毫 无 用 处 .不 过 ,它们 指出 六 
` 条 通过 逐步 半 比 而 从 低 维 问 高 维 进 履 的 下 看 成 效 的 途径 -例如 ，- 
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图 S7 出 导 埃 大 东 的 艺 本 作品 : 升 与 降 (1960). 运 用 从 2 二- 维 投 影 解 
释 三 维 形 体 的 技巧 而 得 到 的 实际 二 不 可 能 的 图 形 . 


‘000()Oo0°.. 


图 58 一 个 由 维 超 球 的 截面 图 .如果 你 能 够 将 一 个 西 维 划 果 田 片 ， 
得 到 的 就 是 这 样 的 东西 :一 系列 出 小 变 大 又 重新 变 小 最 后 消失 的 球 
“ 片 ”， 
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第 认 章 : 纽 结 与 莫 硬 拍 失 问题 


牛 一 维 平方 形 的 界面 "是 4 条 等 长 的 -- 维 线段 ,一 个 二 维 立方 体 的 
直 面 是 石 个 大 小 相同 的 二 维 正方 形 , -个 四 维 超 立 方 体 的 界面 "是 
8 个 大 小 相间 和 的 三 维 正 方 体 等 等 ,依次 类 推 . 

但 请 注意 ! 事情 并 不 像 初春 闭 么 简单 .正如 希腊 几何 学 家 已 经 
知道 的 最 样 ,在 三 维 宅 间 中 总 共 代 有 五 种 正宗 面 体 :正四 面体 ,下 立 
方 体 ,正信 而 体 , 正 十 二 面体 和 于 二 十 面体 ,在 高 于 三 维 的 空间 ,多 而 
体 的 类 似 物 叫 作 多 腕 形 (polytope ,在 第 11 章 中 还 将 提 到 这 -- 概 念 并 
过 论 其 对 三 维 现 实 世界 的 应 用 ). -- 个 四 维 多 胞 形 的 * 面 "是 -- 些 三 维 
多 面体 . 对 一 个 正 多 胞 形 来 说 ,这 些 “ 而 "本 圾 必须 是 正 多 了 面 体 , 同 时 
全 每 个 项 点 处 有 相同 的 排列 . 现 已 淹 清 ,四 维 多 胞 形 也 上 内存 六 种 :其 
有 二 个 正四 而 体 * 面 "的 单 形 (simpbiex) ,具有 八 个 正方 体 " 面 "的 超 立 
方 体 , 由 16 个 主因 闭 体 图 成 的 16 胞 形 (16-cell}, 有 24 个 正八 面体 
“而 ”的 24 胞 形 . 有 120 个 正直 二 面体 * 面 " 的 120 胞 形 以 及 有 600 个 
正四 面体 * 面 " 的 600 胸 形 .因此 , 当 你 从 三 维 进 到 四 维 的 时 候 , 事 情 
变 得 复杂 了 .但 接着 芳 发 竺 了 村 怪 的 事情 ,对 于 任意 维 数 大 于 4 的 容 
癌 ,其 中 的 上 正 多 胞 形 者 只 有 3 种 ,它们 分 别 类 似 于 正 四 面体 ,正方 体 
和 正八 商 体 .那么 还 会 发 生 和 什么 情况 呢 ? 为 什么 超过 四维 以 后 事情 
反而 突然 变 得 简单 {而 汕 有 变化 ) 了 呢 ? 曙 然 还 没有 人 人 能 回答 这 个 问 
题 , 这 种 现象 却 并 非 正 多 胞 形 所 特有 ,在 其 他 许多 方面 ,五 维 或 更 高 
维 空间 也 要 比 汪 维 或 四 维 情 形容 易 处 理 ， 

尺 管 让 痪 维 情 上 肛 有 茶 些 新 的 因素 在 起 作用 , 考 虐 :下 一 维 流 形 
{ 肌 面 ?的 行为 仍然 会 对 了 解 流 形 理论 所 涉及 的 问题 与 方法 的 本 质 提 
供 侣 理 的 轧 想 ,因而 曲 商 的 拓扑 型 论 什 得 进一步 探讨 - 

而 面 提 到 的 二 维 流 彩 的 分 类 是 19 世纪 拓扑 学 最 重大 的 成 果 之 
-为 了 尘 所 有 的 闭 卓 面 加 以 区 别 , 上 只 需要 两 个 不 变量 :可 定向 性 与 
欧 拉 示 性 数 .怎样 来 实现 这 种 分 类 呢 ? 现在 的 证 明 通 常 分 成 两 个 阶 
有 段 ,首先 是 证 明 每 个 闭 旧 硬 部 叮 以 扣 扑 变形 为 两 类 标 淮 的 形式 之 …. 
然后 再 证 明 依 僻 订 定向 性 干 苞 拉 示 忻 数 这 两 个 不 变量 已 是 以 区 分 所 
可 的 标准 曲面 . 
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具有 于 格 部 的 标准 可 定向 曲面 是 由 一 个 球面 与 违 贴 在 球面 上 
的 5 个 环 栖 组 成 .为 了 将 -个 环 栖 连 贴 到 球面 上 ,只 要 在 球面 上 开 两 
个 润 ,然后 再 用 - - 段 久 柱 管 将 它们 连结 起 来 (参见 图 59). 带 有 任意 
个 环 柄 的 球面 都 是 可 定向 其 面 .一 个 有 nr 个 球 柄 的 球面 其 欧 拉 示人 性 
数 为 2 -2n. 汪 骨 这 一 点 并 椒 难 一 一 方法 是 从 球面 上 的 一 个 网 络 开 


始 (对 此 网 络 有 下 -五 + 五 =2), 然 后 增加 其 环 柄 .认真 也 做 下 去 你 
就 会 发 现 :每 增 机 一 个 环 柄 , 欧 拉 泵 性 数 就 减少 20， 
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图 59 环 柄 .在 翰 面 上 加 一 个 环 梢 ,首先 是 如 锋 人 所 示 在 则 面 上 开 

两 个 洞 ,然后 如 图 (5) 所 示 在 两 边 甸 上 ~… 轿 柱 管 将 它们 连结 起 来 .使 

有 所 谓 的 ”" 换 面 本 "可 以 证 明 : 每 个 可 定向 闭 曲 面 都 折 扑 等 价 于 具有 

一 定 个 数 环 柄 的 球面 ,这 就 给 出 了 可 定向 闭 曲 面 的 "标准 型 ”. 

通过 由 分 害 , 拉 开 和 重新 装配 组 成 的 过 程 ,不 难 把 任意 的 可 定向 
曲面 变形 为 具有 某 一 亏 格 的 标准 可 定向 曲面 ,这 样 的 过 程 由 于 明显 
的 理由 而 被 称 为 搁 面 林 {surgery). 例 如 , 环 面 表示 好 格 为 1 的 可 定向 


了 这 一 过 程 实 奈 七 也 就 是 整个 分 类 证 明 ,其 详细 介绍 可 参看 lan Siewarl: Concepls 
of Modem Manhemnalics 【Pengain,1981) - 书 第 12 章 . 一 一 诛 注 . 
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第 拉 夭 : 照 继 导 其 德 皇 打 问 是 


曲面 ,双环 面 表 未 亏 格 为 2 的 问 定 向 曲面 ,等 等 . 因为 对 可 定向 湖面 
来 说 本格 与 欧 拉 示 性 数 是 相关 的 (通过 上 述 表 达 式 2 一 2n), 这 就 说 [252; 
明 欣 拉 半 性 数 是 怎样 被 用 于 所 让 可 定 回 曲 面 的 分 类 的 . 
噩 格 为 半 的 标准 非 定向 曲面 可 通过 在 球面 上 加 n 个 又 帽 (croas- 
cap) 来 得 到 . 所谓 在 一 个 曲面 上 加 -- 个 又 帽 ,就 是 在 这 上 临 面 上 开 一 个 
润 ,然后 颖 上 :个 览 比 乌 斯 带 并 使 边 纱 与 边缘 连结 在 -起 .在 二 维 空 
闻 这 很 容易 做 神 , 只 要 你 锡 许 莫 比 区 斯 带 自 身 相 交 ( 参 见 图 友 ) ,因为 
在 莫 比 鸟 斯 带 上 顺 时 和 针 方 向 可 以 变换 为 道 时 和 针 方 向 ,所 以 有 -个 久 
由 的 曲面 是 非 定向 赐 曾 ， 有 n 个 吕 帽 的 球面 的 欧 拉 示 性 数 为 2 - . 
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材 久 由 .在 曲 画 上 加 - -个 及 乌 , 首 先是 如 (让 所 示 在 蝎 面 上 并 -- 
个 润 , 然 后 边 对 边锋 上 上 一 个 莫 比 乌 斯 带 , 这 在 三 维 空间 很 容易 伍 到 ， 
只 要 双 许 莫 比 乌 斯 带 自身 相交 (如 芋 ) 所 示 ), 绍 果 就 得 到 -一 个 及 类 . 
使 用 拓扑 的 面 术 可 以 证 明 : 任 部 非 定向 曲面 都 拓扑 等 价 于 具有 一定 
个 数 闵 帽 的 妹 面 ,这 就 得 出 了 菲 定向 于 曲面 的 "标准 型 ”. 
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数学: 新 的 黄金 时 从 
这 同样 也 可 以 通过 下 述 方法 来 证 时, 即 在 球面 上 版 一 阅 络 并 说 明 每 
增加 - -个 叉 帆 时 数量 YY -上 + 下 减少 1 详细 介绍 可 见于 还 Stewart 的 
书 ). 

征 助 fF 换 面 术 , 有 可 能 ( 且 并 不 特 纲 困难 ) 使 任意 的 非 定向 曲面 
变形 为 具有 基 一 所 格 的 标准 的 非 定向 曲面 .例如 ,几何 学 家 的 投影 平 
面 (尽管 名 晶 平 面 ,实际 十 却 时 一 个 闭 蜡 商 ) 可 以 变换 成 一 个 世相 为 
1 的 标准 非 定向 曲 曾 . 克 芋 黄 甚 则 可 变换 戌 一 个 与 格 为 2 的 标准 非 
定 问 山 商 .因为 标准 非 定向 曲面 的 欧 拉 示 性 数 与 亏 棒 相关 ( 通 过 表 这 
起 2-n) ,上述 标 淮 化 过 程 同样 也 是 利用 欧 拉 示 性 数 而 建立 了 雇 有 
非 定向 曲面 的 分 类 .这 旦 涉 友 了 有 边缘 的 曲 而 ,因为 要 允许 在 标准 曲 
面 上 上 开 洞 . 

十 述 遇 曾 本 扩 的 初步 知识 使 我 们 能 够 去 进一步 和解 近年 米 高 维 
空间 研究 的 进展 ,我 们 从 考虑 -种 最 简单 的 流 形 即 a 维 球面 (n = 2， 
3,4,…) 开 始 . 最 著名 的 拓扑 学 问题 就 是 与 这 样 --- 些 流 形 有 关 的 . 


庞 加 莱 猜 想 


在 所 有 2 维 闭 曲 面 中 ,最 简单 的 是 球面 ,上 述 的 分 类 过 程 就 是 从 
球面 开始 的 .球面 在 = 维 空间 中 的 类 似 物 称 之 为 4 维 球面 . (这 样 通 
常 所 说 的 球面 就 是 指 2 维 球面 . ) 正 像 2 维 球 面 是 -… 个 3 维 球体 的 表 
耐 一样,n 维 球面 也 是 一 个 n+1 维 " 球 体 "的 表面 . 当 本 世纪 的 法 国 
数学 家 庞 加 莱 开 始 研究 高 维 流 形 ( 实 质 上 就 是 我 们 今 大 所 理解 的 流 
形 后 扑 党 的 先 点 ) 时 ,他 很 自 榴 地 对 n 维 球面 特别 关注 .这 些 球面 应 
该 是 很 有 特殊 性 的 .正如 2 维 球 商 在 所 有 的 2 维 流 形 中 具有 特殊 性 

- 样 .1904 年 , 旋 如 莱 试 图 证 明 - -个 他 认为 对 n 维 球 面 来 说 是 理 所 
当 姓 的 推断 ,结果 未 能 如 说 .于 是 他 便 将 这 推断 作为 狂想 提出 , 放 加 
菜 的 这 个 狂想 已 成 为 流 形 拓 扑 领 域 中 最 著名 的 问题 . 像 所 有 好 的 猜 
想 -… 岩 , 它 是 基本 的 ,同时 又 是 容易 陈述 的 . 

假如 在 2 维 球面 上 通 -- 个 闭 圈 ,在 不 离开 球面 的 情况 下 ,那么 使 
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繁 10 半 ”组 结 与 潍 信 拓扑 向 着 


这 个 闭 圈 缩 成 -点 是 可 能 做 到 的 (参看 图 61(1)) .不 仅 如 此 ,球面 撑 
是 有 具有 这 种 性 质 的 崔 一 的 闲 韭 面 .好 果 在 … 环 面 上 按 几 61(6i 所 未 
两 种 方式 中 的 任何 一 种 去 画 闭 曙 ,你 就 不 可 能 使 它 缩 成 一 个 点 :类似 
地 { 员 有 现在 ,你 才 须 依靠 抽象 数学 而 无 法 异 助 于 图 形 ), 设 在 一 n 维 
球 而 人 n > 2) 上 “ 画 ” 一 闭 圈 , 则 这 闭 圈 也 可 以 在 不 离开 n 维 球 盏 的 情 
沈 下 缩 成 -点 .然而 -- 个 严重 的 问题 是 :mn 维 球面 是 否 也 像 2 维 情形 
- 样 是 唯 -- 具 有 此 种 性 质 的 n 维 团 曲面 呢 ? 庞 加 某 猜 想 断 吉 :等 案 
是 肯定 的 (严格 地 说 , 庞 加 莱 只 对 3 维 流 形 感 兴趣 ). 
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图 三 斋 癌 莱 狂 起. 在 球面 上 画 -个 于 图 ,在 不 离开 球面 的 情况 下 
将 这 个 闭 轿 缩 成 一 点 是 可 能 的 ,如 (让) 所 示 . 在 环 面 上 却 不 -一 定 能 这 
样 籁 .如 图 ti) 中 所 示 的 环 画 上 的 两 个 闭 攻 ,都 不 可 能 缩 成 -- 点 而 义 
不 离开 环 面 .对 闭 上 曲面 来 说 ,这 种 能 将 托 一 末 圈 编 成 一 点 的 性 质 完 全 
是 球面 的 特性 :其 他 所 育 的 财 上 曲面 都 不 具有 这 种 性 质 . 旋 加 莱 猜 想 是 
说 :类 做 的 结论 对 所 有 的 高 维 情 形 也 虑 立 .例如 ,唯一 共有 缩 基 性 持 
的 三 维 闭 流 形 就 是 三 维 超 球面. 


尽管 数学 家 们 绞 尽 了 脑汁 ,1960 年 以 前 证 明 { 或 否 证 ) 谍 加 菜 猜 

想 的 所 有 演 试 都 归 寺 和 失败 .直到 1960 年 , 美国 数学 家 斯 梅 尔 

(Stephen Smale) 首次 证 明了 : 庞 吉 菜 猜 想 对 于 $ 维 和 高 于 S$ 维 的 情 

形成 立 . 斯 梅 尔 由 于 此 项 工作 而 当 之 无 怀 地 被 授 予 非 尔 获奖 章 . 然 而 
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我 们 前 商 已 经 提 到 过 的 现象 提供 了 例证 : 即 流 形 的 行为 从 5 维 开始 
变 得 有 所 不 同 . 事实 上 ,及 花 了 将 近 20 年 的 光 附 ,四 维 问题 才 被 男 一 
位 美国 数学 家 解决 .1981 年 , 帮 插 德 尝 (M.Freedman) 在 斯 梅 尔 思想 
入 松 LAndrew Casson) 工 作 的 基础 上 证明 了 四 维 庶 加 菜 狂 契 . 弗 申 


弟 : 旭 章 纳 妆 与 并 他 莉 扒 入 是 
发 展 任意 高 维 流 形 f "(n=3,4,5, 等 等 } 上 的 微分 学 . 

因为 在意 a 维 流 形 都 与 "局 部 相像 ,当然 就 可 在 流 形 的 局 部 区 
域 (local basis ) 上 使 用 通常 的 微分 方法 .但 整体 怎样 呢 ? 至 少 对 球面 
来 说 有 可 能 建立 覆盖 整个 曲 而 的 微分 运算 .原因 是 这 里 从 一 个 局 部 
区 域 ( 与 如 相像 ) 到 另 - -个 局 部 区 域 的 过 渡 是 光滑 的 和 没有 困难 的 . 
换 . -种 方式 来 说 , 设 用 经 线 和 纬 线 来 覆盖 整个 球面 , 则 在 -局 部 基础 
土 就 林 得 到 一 个 坐标 系 , 它 类 似 于 通常 的 笛 卡 儿 几 何 坐 标 系 (后 者 正 
是 微分 学 赖 以 发 展 的 背景 ) ,如 果 和 你 采用 这 些 堂 标 来 建立 球面 上 的 局 
部 微分 学 ,那么 由 于 在 整个 曲面 上 使 用 的 是 同样 的 坐标 线 , 在 一 个 局 
部 区 域 上 所 发 生 的 事情 与 另 一 局 部 区 域 就 不 会 相互 冲 罕 :所 有 的 过 
渡 都 将 是 光滑 的 . 

于 是 发 生 了 -个 自然 而 基本 的 问题 :究竟 有 多少 流 形 可 像 在 球 
酶 上 那样 建立 适合 整体 的 给 分 运算 ” 可 以 建立 整体 微分 理论 的 流 形 
巴 作 光滑 流 形 ( 有 了 时 也 叫 被 分 流 形 }. 而 可 覆盖 整个 流 形 并 作为 微分 
过 程 的 基础 的 坐标 系 (类 似 于 球面 上 的 经 、 纬 线 } 被 称 作 “ 微 分 结构 ”. 
{这 情 实 际 上 更 为 复 茶 ,但 这 多 少 提 供 了 一 - 幅 形 象 图 .》 上 述 基 本 问题 
就 变 成 :什么 样 的 流 形 是 光滑 流 形 (或 者 说 慎 么 样 的 流 形 可 以 被 赋予 
微分 结构 )? 伴随 这 基本 阿 题 的 劳 - -个 同样 有 趣 的 问题 是 :给 定 -一 光 
滑 流 形 ,是 否 只 有 一 种 还 是 叮 用 多 种 方式 赋 节 其 微分 结构 (如 有 多 种 
方式 , 则 阿 究 竟 有 儿 种 ?) ,因为 物理 学 家 们 要 非 费 天 量 的 时 间 去 进行 
各 种 波形 上 的 微分 浓 算 , 间 答 这 些 问题 就 不 仅仅 是 拓扑 学 家 感 兴 趣 
的 事情 了 . 

对 二 维 碟 三 维 流 形 , 上述 问题 的 答案 在 和 年 代 中 期 就 已 经 知 
道 1 每 一 个 二 维 或 三 维 流 形 都 是 光 油 的 ,并 且 纤 何 这 样 的 流 形 都 不 
可 能 有 两 种 本 质 不 同 的 微分 结构 .当时 大 们 以 为 上 述 结 果 向 仔 意 维 
数 的 推广 似乎 只 是 时 间 和 问题. 然而 ,1956 年 美国 的 米尔 诺 (John Mil- 
nor) 出 人 意料 地 发 现 :7 维 球面 可 以 被 赋予 28 种 不 同 的 微分 结构 .不 
入 大 们 又 发 现 其 他 - - 些 高 维 球 面 也 不 只 有 -- 种 微分 结构 .显然 , 进 一 
步 的 深究 还 有 太 量 的 工作 要 屋 , 而 帷 路 和 欲 试 的 有 能 力 的 数学 家 也 大 
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有 天 在 .从 1956 到 1970 年 这 -时 期 被 称 作 “ 流 形 拓扑 学 的 黄金 时 
代 ”( 实 际 上 应 该 说 是 5 维和 5 维 以 上 流 形 研究 的 黄金 时 代 , 因 为 4 
维 问题 存 这 里 再 次 被 证 明 难 于 用 已 有 的 方法 来 处 理 ). 正 是 在 这 个 时 
期 ,拓扑 学 家 们 通过 使 用 所 谓 * 同 伦 ” 的 概念 获得 了 所 有 高 于 4 维 的 
流 形 的 系统 分 类 ,特别 是 得 以 对 光滑 与 非 光 浓 的 流 形 作出 区 分 . 

那么 4 维 的 情形 如 何 呢 ? 是 否 也 像 低 维 情 形 那 样 ,所 有 的 流 形 
都 是 可 微 的 并 且 只 容许 -种 微分 结构 ?或 则 可 能 像 高 维 情形 那样 需 
要 加 以 分 类 ?最 终 答案 是 在 1981 处 得 到 的 . 弗 里 德 最 在 解决 4 维 庆 
加 莱 猜 想 ( 如 前 所 述 ) 的 同时 证 实 了 存在 有 非 光滑 的 4 维 流 形 { 这 种 
流 形 由 于 技术 上 的 原因 面 称 为 8, 弗 里 德 昌 的 描述 如 同 高 维 拓 站 的 
所 有 其 他 事情 一 样 是 代数 性 质 的 ). 实 际 上 ,4 维 庞 加 莱 猪 想 和 非 光 
滑 4 锥 流 形 的 发 现 都 是 弗 里 德 曼 获 得 的 一 个 非常 -- 般 {并 且 完 全 出 
乎 意料 ) 的 结果 的 推论 ,此 结果 表明 :为 了 对 性 意 4 维 流 形 分 类 ,只 需 
要 两 项 “* 官 等 "的 信息 就 铝 了 .( 但 这 些 信 息 实 际 上 并 不 那么 “初等 "， 
因此 不 可 能 在 这 里 解释 .) 

可 是 这 并 不 是 全 部 故事 的 结局 .还 有 另外 的 .同样 令 人 坊 惊 的 戏 
剧 性 结果 等 待 着 朱 扑 学 家 ,并 且 事 情 很 快 就 发 生 了 ,这 次 惊人 的 结果 
恰恰 切中 了 与 我 们 所 生活 的 物理 宇宙 有 关 的 核心 问题 ! 

关于 流 形 的 出 人 意料 的 结果 常常 可 以 这 样 夹 解 释 担 塞 , 即 人 们 
处 理 的 是 . - 些 漂 亮 抽象 的 概念 ,而 这 些 概 念 全 多 只 能 得 到 部 分 理解 . 
即使 是 二 维 流 形 也 可 以 是 漂亮 的 虚构 之 物 .但 对 以 , 凡 ?, 避 3 等 “有 具 栖 ” 
的 流 形 我 们 却 不 能 作 这 样 的 解释 .因为 如 毕竟 是 我 们 生活 的 物理 空 
间 ( 果 真如 此 ?) ,而 由 则 是 时 - 座 连 续 统 .这 些 “* 具 体 " 流 形 也 确实 表 
现 出 典型 前 行为 .首先 ,它们 都 是 光滑 流 形 .其 次 ,对 每 个 nn,“* 者 只 
能 以 一 -种 方式 被 赋 于 微分 结构 只 有 -个 例外 的 情形 m = 4. 

由 于 某 种 特殊 的 原因 ,数学 家 们 至 此 未 能 证 明 :+ 上 微分 结构 的 
唯 - -性 .对 其 他 任何 总 * 都 能 证 明 , 叭 独 .4 不 能 . 旋 为 恼人 的 是 4 正 是 
物理 学 家 们 最 感 兴趣 的 人 情形 .或许 发 现 证 明 仍 然 只 是 时 间 问 题 . 在 汪 
天 可 以 有 非 标 准 的 微分 方法 堵 简 直 基 木 可 思议 的 …… ? 
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然而 不 可 是 庆 的 事情 竞 成 为 现实 .1982 年 乱 大 传 来 了 爆炸 新 
闻 . 针 : 阿 蒂 亚 (Michael Atyah)24 岁 的 学 生 ,牛津 大 学 的 S. 良 纳 尔 进 
{Simon Donaldson) 把 弗 官 德 达 的 5 本 策 上 是 代数 的 ) 工 作 与 大 量 的 分 
析 与 微分 几何 工具 相 结 合 放 让 明了 -个 结果 ,由 此 结果 可 推出 ?4 上 
与 通常 不 同 的 微分 结构 的 存在 性 . 换 句 血 说 ,人 世界 物理 学 家 和 数学 家 
们 所 惯用 前 微分 结构 并 不 是 唯 - :的 ! 【事实 上 ,CC 托 达 斯 (Clifford 
Tanbes) 随 后 的 工作 说 明 兴 上 通常 的 微分 结构 只 不 过 是 可 以 赋 子 该 
流 形 的 无 浇 微 分 结构 中 的 -- 种 站 这 就 产生 本 爽 个 令 人 费解 的 问题 ， 
究竟 是 什么 样 的 特殊 性 使 上 述 现 每 仪 仅 发 证 在 4 维 情形 ?因为 在 六 + 
上 可 以 有 允 种 微分 方法 ,我们 能 否 判 别 哪 种 方法 对 物理 世界 来 说 是 
正确 的 ? 由 于 所 有 nm 维 流 形 除 n 等 于 4 以 外 都 已 有 章 可 循 ,n =4 的 
情形 就 变 得 焉 来 元 奇 特 了 . 

甘于 :4, 物 理学 家 的 十 作 中 便 用 的 是 正确 的 数学 吗 ? 也 许 是 . 
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图 红 环 的 难题 (和 名) 之 解 块 -图 中 所 示 过 程 山 明了 特 原 先 连 在 一 
起 的 环 构 形 变 成 分 并 的 环 的 步 又 . 
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数学 : 新 的 黄 先 时 代 
闭 今 发 现 的 + 上 励 旁 客 种 "外 米 " 的 微分 结构 全 孝 表 现 册 某 些 特异 十 
恬 的 行为 ,从 而 不 通用 于 我 们 的 物理 守 官 .但 它们 的 存在 说 明了 四 维 
空间 确实 具有 某 些 非常 特殊 的 性 质 . 忆 们 的 发 现 标 志 着 我 们 确实 面 
临 -个 拓扑 学 的 黄金 时 代 . 
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关上 上 拓扑 学 的 比 木 文 更 全 古 介 程度 基本 相当 的 介绍 参阅 T.Stewar 的 Con- 
Cepts of Modem Mathematics {Penguin ,1981)7,10- 14 齐 ， 

殿 外 行 阅读 的 介绍 纽 结 理论 的 文章 可 一 阅 Lee Neuwirth 的 The theory of 
knots, PI Soientific American, Yolume 240¢ une 1979), pp:84 -056. 寺 合 面 (水 
平 更 高 ) 的 介绍 旭 可 做 阅 R. Crowel 和 用. Fox 的 Introduction to knot theory 
{Cimm and Conpany, USA,1963). 关于 这 一 领域 的 -- 个 出 色 的 综述 参阅 M. 
Thistlethwuite 的 文章 Knot tabulations and related topies , 刊 于 TM.James 和 E.H. 
Kronbeimer 合 编 的 文集 Aspects of Topalogy (London Mathematical Society Lecture 
Note Series, Volume 93tCambridge University Press, 1985)). 

美 于 流 形 理论 , 比 土 面 提 到 的 Stewarl 的 书 程度 更 高 的 著述 对 外 行 来 说 很 
难 读 慌 . 为 了 能 得 到 --- 些 概念 ,读者 似乎 可 浏览 一 下 DD,Freed 和 下.Uhlenbeck 合 
著 的 lnstantons and Four 一 Manifolds (Springer -Verlag ,E984), 沪 书 重 点 介绍 了 
Donaldson 和 其 他 人 最 近 关 于 非 标准 局 流 形 的 土 作 .{ 但 仅 当 你 已 经 是 -位 代 娄 
拓扑 专家 时 ,才能 考虑 买 下 这 本 书 来 详 波 .如 果 你 不 十 这 方面 的 专家 ,那么 木 书 
就 水 是 为 你 写 的 .) 


( 李 文 林 译 ) 
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再 谈 算 法 


算法 的 概念 在 本 书 第 6 章 中 已 扮演 过 重要 的 角色 (从 现在 起 假 
定 谈 者 已 读 过 该 章 ) .那里 所 讨论 揭 希 从 伯 特 第 十 问题 是 问 : 某 个 特 
定 的 问题 是 再 能 有 算法 求解 ? 这 里 强调 的 是 * 有 ", 纯 粹 的 存在 性 是 
当时 的 要 求 一 -没有 人 关心 所 讨论 的 算法 是 否 实际 可 行 .就 希 尔 伯 
特 问题 而 言 ,这 当然 已 完全 符合 要 求 .但 当 我 们 面临 周 图 现实 世界 所 
提出 的 问题 时 , 仪 仅 知道 一 个 算法 存在 类 不 能 算是 事情 的 结束 .实际 
上 这 仅 促 是 开始 ,因为 从 … 个 算法 的 存在 并 不 能 得 到 什么 实际 的 好 
处 ,这 个 算法 虽然 可 以 在 理论 上 解决 你 手头 的 问题 ,但 却 有 可 能 让 一 . 
人 台 高 速 计算 机 算 上 几 千 年 .对 于 商人 和 应 用 科学 家 们 所 关心 的 各 种 
问题 来 说 ,重要 的 是 一 个 有 效 算法 的 存在 禾 . 在 商业 活动 中 ,问题 的 
解答 有 时 需要 在 儿 小 时 之 内 得 到 ,而 像 扎 机 导航 这 样 的 系统 则 往往 
需要 在 儿 分 之 一 秒 钟 内 就 能 算出 结果 ,对 诸如 此 类 的 应 用 而 言 ,证 明 
某 个 特殊 的 问题 能 不 能 用 “有效 算法 "来 解决 显然 十 分 有 用 .为 此 ,第 
一 步 就 荐 要 提出 一 种 评 咎 算法 有 效 性 的 适当 方法 - 

显然 ,在 计算 机 上 上 解决 一 个 给 定 问题 的 速度 依赖 于 一 系列 因素 . 
计算 机 的 规模 与 运行 速度 , 端 生 程序 的 语音 的 误 率 ,程序 员 的 熟练 程 
度 等 等 都 与 此 相关 .不 过 这 些 都 是 很 特殊 的 因素 ,不 属于 一 般 研 究 的 
范 轩 , 我们 涛 要 的 是 某 种 非常 -- 般 的 方法 ,利用 它 来 将 算法 分 成 两 大 
严 : 有 效 算 法 与 非 有 效 算 法 .这 样 的 分 类 庇 该 充分 固定 ,以 致 无 论 怎 翌 
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更 换 诸如 计算 机 速度 或 程序 语言 这 样 一 些 因 素 ,都 不 可 能 使 非 有 效 的 
算法 变 成 有 效 算 法 ,或 者 反之 使 一 个 有 效 算 法 变 成 非 有 效 的 算法 . 

这 种 有 效 性 分 类 方法 是 柯 勒 汉 (&A.Cobham) 和 爱德华 兹 (J.Ed- 
wards ) 存 60 年 代 中 期 首先 引进 的 , 现 已 成 为 绝 大 多 数 关于 算法 有 效 
性 工作 的 基础 .虽然 他 们 是 用 "时间" 来 作为 有 效 性 的 基本 度量 ,但 为 
了 避免 对 计算 机 速度 的 依赖 ,实际 定义 是 借助 执行 计算 时 所 需 的 步 
数 来 给 出 的 . 当然 ,即使 这 样 的 定义 也 不 基 绝 对 的 一 一 它 可 能 依赖 于 
定 么 是 基本 步骤 和 怎样 来 表示 数据 ,但 后 来 人 们 终于 明白 :就 有 效 性 
的 基本 概念 侧 疝 ,这 些 顾 虚 是 多 余 的 . 因此 借助 图 林 机 {参见 第 6 章 ) 
米 表 述 各 种 定 关 就 成 为 标准 的 司法 .这 种 做 法 非常 简单 ,足以 形成 漂 
亮 的 数学 理论 ,而 且 环 管 体 用 什么 样 的 计算 机 来 重演 计算 过 程 ,所 得 

结论 者 不 会 改变 . 

确定 以 图 林 机 作为 基本 的 计算 工具 ,日 的 是 要 用 完成 计算 所 需 
的 步 数 ( 图 林 机 上 的 步 ) 来 衡量 一 种 算法 的 有 效 人 性 . 译 于 怎样 兰 这 个 
算法 编 成 图 林 机 释 序 ,以 及 乱 样 在 机 带 上 表示 数据 ,这 样 一 些 问题 已 
被 证 明 是 无 关 宏 给 ( 也 就 是 说 这 些 因 素 并 不 影响 有 效 算法 与 非 有 效 
算法 的 分 界 ). 有 关系 的 是 必须 外 理 的 数据 的 多 少 . 数据 越 多 ,所 需 的 
姓 理 步骤 也 就 越 多 ,例如 用 手 算 来 进行 一 对 整数 的 乘法 ,如 果 把 这 对 
整数 的 字 长 加 入 , 那 么 所 韦 的 处 理 步 又 就 至 少 增 为 4 和 售 ,因为 需要 进 
行 的 基本 数字 葬 法 运算 次 数 是 原先 的 信 ,另外 还 要 加 上 上 记录 历次 
进位 所 需 的 “超支 ”. 记 往 这 一 点 ,我们 就 可 以 给 出 如 下 的 -一 些 定义 . 

一 个 算法 (在 这 里 的 定义 中 即 一 个 图 林 机 程序 ] 宅 称 汶 是 多 项 走 
时 间 算 法 ,如 果 存 在 确定 的 整数 4 和 让, 对 于 长 度 为 于 的 输入 数据 ， 
计算 可 以 在 友 多 dm* 步 内 完成 (对 任意 的 m 值 )， 

例如 将 两 个 束 数 相 加 ( 手 算 ) 的 标准 算法 是 移 项 式 时 间 算 法 , 如 
果 整 数 用 标准 的 十 进位 表示 ,基本 运算 是 两 个 数字 相 加 ,那么 将 两 个 
各 有 nj 位 数字 ( 榆 入 数据 长 度 为 上 ) 的 整数 相 加 恰好 需要 n 步 { 包 
播 进位 ) ,因此 满足 上 述 定义 日 4 和 开展 等 于 1. 在 两 个 各 有 zz2 位 
数字 的 整数 乘法 中 ,共有 n?/4 步 基 本 数字 乘 活 ,加 上 mv2 步 进位 ， 
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定义 中 取 4 = 1 天 =2, 你 就 会 明白 束 数 乘法 ( 按 标 准 方法 ) 也 是 一 种 
多 项 述 时 间 算 法 . 
上 述 的 例子 如 果 是 漠 助 于 图 林 机 而 不 是 十 进 数 算术 给 出 ,你 当 
会 用 到 常数 4 的 更 大 的 值 ,可 能 还 需要 更 大 的 天 值 ,但 涉及 的 仍 
然 是 专项 式 时 间 算 法 .事实 上 这 就 是 为 什么 多 项 式 时 间 算 法 的 概念 
独立 于 机 器 与 具体 的 程序 ,机 器 与 程序 的 变换 只 会 引起 两 个 常数 大 
小 的 改变 ,而 定 交 本 身 依然 有 化. 

不 是 多 项 式 时 间 算 法 的 算法 被 称 之 为 指数 时 间 算 法 ,例如 一 个 
算法 处 理 长 度 = 的 输入 数据 时 需要 2"( 或 37,n*,n!1) 步 , 它 就 是 一 
个 指数 时 间 算 法 .这 说 明了 这 里 用 词 * 指 数 " 的 意义 ,虽然 有 可 能 引起 
误解 ,内 为 它 包括 了 像 at 这样 的 画 数 ,而 后 者 通常 并 不 被 看 作为 
“指数 "函数 . 

正如 体 日 前 已 经 了 解 的 那样 ,*“ 有 效 "算法 是 需要 多 项 式 时 间 的 算 
法 ,而 “ 非 有 效 " 算 法 则 是 需 韶 指数 时 间 的 算法 .第 1 章 中 关于 指数 增长 
的 讨论 应 当 足 以 使 你 相信 指数 时 间 算 尘 是 高 度 的 非 有 效 算法 {不 过 请 
看 下 文 }, 诈 你 大 概 会 怀疑 是 否 多 项 式 时 间 算法 必定 是 有 效 算 法 .多 项 
式 时 间 定 义 中 常数 4 利 上 选择 的 任意 性 似乎 过 于 灵活 ;-- 个 算法 如 果 
只 月 当 你 选择 4 =10? 和 = 100 时 才能 被 分 类 为 有效 "算法 , 那 就 很 
难 被 看 作 是 真正 意义 上 的 有 效 算 法 .这 里 有 两 点 需要 说 明 . 首先 ,实际 
情形 是 :问题 最 后 要 么 只 能 用 指数 时 间 求解 ,要 么 则 用 有 10n3 或 更 少 
步 数 的 多 项 式 时 间 算 法 来 求解 .其 次 ,多 项 式 /指数 时 间 的 分 法 仅仅 是 
一 种 粗略 的 .初步 的 分 类 .将 来 可 能 需要 寻找 更 为 精细 的 区 分 ,不 过 日 


前 这 种 分 法 还 很 用. 上述 两 点 说 明 在 表 4 中 得 到 了 强调 . 
时 间 - 数据 长 度 :n 
复杂 性 请 数 10 20 30 40 50 60 
0.00001s 0.00002: 0.00003s 0.00004s 0.00005s 0.,00006s 
A: D000l: O0004s 0O.MNDs Ql 0,0025s 0.0045s 
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时 问 - 数据 长 庆 :n 
复杂 性 惠 数 0 2 3 4 50 60 
mn OdOts 0.008s 0.027; 0.064s 0.125s 0.216s 
27 0.001s 10 17.9 分 12.7 天 ”35.7 年 ”366 出 纪 
3 .059 58 分 6.5 年 34855 革 纪 ?X1 他 贡 纪 1.3xl05 世 引  。 


一 
II 
REEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE 
一 
ee 


一 一 一 
一 


别 中 ”旅行 推销 员 问 题 . 找 出 -:- 条 行 遍 所 有 城市 的 路 线 , 合 总 的 旅 
程 这 到 最 小 【图 中 标 出 了 任意 两 地 之 间 通 路 的 距离 .例如 旅 线 
ABEFDC 表示 -次 路 程 长 为 8+9+24+ 104+3= 了 2 的 旅行 .( 有 时 要 
求 旅行 的 起 点 与 然 点 是 同 . -地 市 ,在 此 情况 下 那 条 特殊 的 路 线 可 能 
是 不 完全 的 .) 


机 上 实现 ,至 少 原则 上 是 如 此 .但 基 邯 使 对 很 少 的 城市 来 说 ,可 能 的 
路 线 数 字 也 大 得 惊人 .假设 要 访问 六 个 邮 方 ,就 会 有 N1 条 可 能 的 
旅行 路 线 .{(wW! 读 作 ”A 阶乘 ”, 请 回想 一 下 , 它 是 从 六 ,1 让 -2 
到 3,2,1 的 所 有 整数 的 乘积 , ) 隔 数 N! 当然 属于 指数 型 ( 它 增长 起 
来 比 2* 或 入 快 ,虽然 比 太 上 “ 超 指 数 ” 耳 数 NY), 因 此 列 出 所 有 可 
能 的 路 钱 显 然 将 导致 - -个 指数 时 间 算 法 .为 了 明白 这 种 方法 情况 有 
多 糟 , 请 注意 如 果 有 10 个 地 方 , 就 会 有 10! = 3628800 条 可 能 的 路 
线 . 这 在 现代 计算 机 上 还 可 以 处 理 , 但 车 有 25 个 地 方 ,那么 可 能 的 路 
线 数 就 变 成 16 后 面 再 加 25 个 零 , 这 是 -一 个 吓人 的 数字 .而 在 现实 和 牛 
活 中 一 个 推销 员 旅 行 25 个 城市 并 不 是 不 可 能 的 ,更 不 用 说 涉及 本 质 
上 是 同类 的 数学 问题 的 其 他 情形 了 ,在 那里 “城市 " 数 可 能 会 成 百 上 
千 . 

因此 通过 列举 所 有 可 能 性 来 解决 问题 的 做 法 显然 是 不 可 取 的 ， 
除非 涉及 的 城市 数 日 很 小 .那么 有 对 么 其 他 办 法 可 试 吗 ”也 许可 以 
根据 “常识 "来 解决 问题 ?例如 通过 观察 地 图 {或 距离 表 ), 你 可 以 确 
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年 一 条 路 线 ,首先 走访 出 发 点 出 近 的 城市 ,然后 移 向 远 处 ,虽然 这 样 


通 , 但 也 至 证 明 它 并 不 是 在 所 有 情况 下 都 行 之 有 效 的 .我 们 现在 所 关 
心 的 是 算法 的 总 体 行 为 ,个 别 的 推销 总 问题 也 许可 以 找到 简单 的 解 
等 ( 俩 如 震 所 有 的 城市 都 位 于 间 一 条 直线 上 ,由 最 短路 线 是 显而易见 
的 ) ,但 我 们 要 求 的 是 在 -一切 情形 下 都 行 之 有 效 的 算法 .尽管 让 从 
1930 年 威尼斯 数学 家 重 姜 (Kan Menger) 首 次 提出 这 个 问题 以 来 人 
和 已 经 作 了 大 量 的 努力 (迄今 已 发 开 了 300 多 篇 这 方面 的 专门 论 
文 ), 但 寻找 推销 员 问 题 一 - 般 解 的 所 有 尝试 都 告 失败 .事实 虐 , 正 如 我 
们 将 要 看 到 的 那样 ,有 很 充分 的 证 据说 明 该 问题 根本 就 不 存在 有 效 
算法 | 

然而 在 此 之 前 ,应 当先 介绍 -下 对 某 些 特殊 情况 所 取得 的 重要 
进展 . 首先 是 1962 年 , IBM 公司 的 海尔 德 (Michael Held) 和 卡 普 
(Richard Karm) 用 所 谓 动态 规划 的 技巧 对 至 多 有 13 个 焉 市 的 所 有 路 
线 解 决 了 推销 员 问 题 {131 = 2702080). 1963 年 李 特 尔 (Little) , 墨 
梯 (Murty) .斯 维尼 (Sweeney) 和 卡 普 发 明了 一 种 叫 “ 分 支 限 界 法 ” 
Cbranch and bound) 的 强 有 为 的 技巧 ,他 们 靠 这 种 方法 在 -- 台 计算 机 
(IBM 7090) 上 仅 用 了 几 分 钟 时 间 就 解决 了 4 个 城市 的 推销 员 问 题 . 
1970 年 ,海尔 德 和 卡 普 又 进 -: 步 发 展 了 分 亚 限 界 算 法 并 用 以 解决 推 
销 员 问题 的 另 一 -个 特例 , 即 有 42 个 城市 的 情形 .这 -算法 只 需要 对 
数字 庞大 (33 后 接 得 个 零 ) 的 可 能 路 线 检验 其 中 的 61 条 .( 这 个 重 
要 的 特例 涉及 遍布 美国 的 42 座 城 市 ,1954 年 已 被 六 齐 克 (Dantzig) 、 
福克斯 顿 { Fulkestony 和 兰 德 公司 的 约翰 逊 {jJohnson) 解 决 .)1979 年 
克 劳 德 (Crowder) 和 和 派 德 怕 格 (Padberg) 解 决 了 有 318 座 城 市 的 特殊 
情形 ,这 在 当时 是 曾 色 处理 过 的 明 大 数字 的 特例 了 .这 个 问题 目前 的 
状况 是 :所 用 的 方法 应 该 能 解决 -一 一 在 合理 鲁 计 算术 时 间 内 ,比方 说 
几 天 内 一 一 城市 数 不 超 过 500 的 任何 特殊 情形 .然而 个 别 特例 自身 
的 销 构 候 是 关键 的 因素 .大 体 上 说 ,从 现实 生活 中 提出 的 问题 一 一 城 
市 戎 的 实际 旅行 一 一 结果 都 能 被 证 明 是 可 解 的 ,但 人 人们 可 能 没 计 出 
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将 使 一 切 斑 有 的 方法 都 无 能 为 力 的 “人造 "例子 .在 下 一 - 节 中 我 们 将 
要 说 明 为 什么 对 所 有 情况 都 适用 的 一 般 解 法 很 可 能 并 不 存在 . 


P 和 NP 


关于 问题 能 否 用 有 效 算法 求解 的 抽象 讨论 ,终于 使 人 们 发 现 , 如 
果 把 所 有 的 问题 都 转化 成 只 要 求 简单 侣 答 “ 是 或 非 " 的 形式 ,将 会 带 
来 许多 方便 ,就 可 以 对 不 同 的 问题 进行 比较 .例如 习 法 问题 (已 知 整 
” 数 a 和 和 4, 它们 的 积 等 于 包 少 中 可 以 转化 为 :已 知 整 数 a,8 利 c， 
ob =c 是 否 成 立 ? 排 销 员 问 题 则 可 以 苇 化 为 :已 知 一 个 城市 的 集合 ， 
以 及 这 些 城 市 间 的 距离 表 , 对 于 给 定 的 数 器 ,是否 存在 -- 条 这 些 城市 
闻 的 旅行 路 线 , 其 总 路 程 至 多 等 于 B? 【这 问题 与 原来 陈述 的 问题 是 
否 实质 上 相同 ,并 不 是 显而易见 的 .但 事实 上 它们 是 等 价 的 .可 以 证 
明 如 果 对 原来 的 问题 存在 有 效 算法 解 ,那么 约 化 以 后 的 问题 也 -- 定 
存在 有 效 算法 解 ,并 且 上 反之 亦 然 ,) 

只 要 求 回 管 “是 或 非 " 的 问题 叫做 判定 问题 1decision prohlem ) . 
一 个 兰 定 问题 侦 称 为 已 型 问题 ,如 果 它 可 以 用 多 项 式 时 间 算 法 求 
解 .例如 上 述 乘 法 问题 就 是 P 型 问题 .要 判断 ap = c 是 理 成 立 , 具 要 
将 a 和 5 相 乘 ,然后 看 结果 是 否 等 于 e. 这 只 需要 多 项 式 (实际 上 是 
二 次 式 ) 时 间 ， 

旅行 推销 员 问 题 可 能 是 P 型 问题 ,也 可 能 不 是 P 型 问题 ,迄今 
为 止 对 此 尚 无 定论 .已 经 知道 的 是 该 问题 是 所 谓 NP 型 问题 ,NP 意 
思 是 “ 非 确 定 的 多 项 式 时 间 ”. 为 了 理解 这 -一 概念 ,设想 有 -… 台 图 林 机 
{或 者 其 他 任何 计算 机 ), 它 能 在 运算 的 各 个 步 又 进行 随机 猜测 . (这 
只 能 想象 ,因为 不 可 能 造 出 这 样 的 计算 机 . ) 利 用 这 样 的 假想 计算 机 
《 称 做 非 确 定型 图 林 机 ) ,推销 员 问 题 就 能 用 多 项 式 时 间 求 解 .算法 很 
简单 . 首先 猜测 第 -个 要 访问 的 城市 ,然后 猜 第 二 个 ,第 三 个 ,如 此 等 
等 ,直到 猜 完 整个 旅行 路 线 . 然后 计算 总 的 路 程 并 与 已 知 数 8 比较 . 
只 要 机 器 每 -- 步 都 “猜测 正确 "(现实 中 一 个 或 然 事 件 发 生 的 艇 率 为 
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17N 1,N 是 待 访问 的 城市 数 ) ,最 后 所 得 的 结果 也 就 正确 .这 就 是 所 
谓 NP 型 问题 的 涵义 :通过 一 次 或 多 次 “正确 的 “或 "最 优 的 ”) 猜测， 
问题 可 能 在 非 确定 型 图 林 机 上 用 多 项 式 时 间 求 解 . 

另 -个 NP 型 问题 是 检验 整数 是 否 为 台数 ( 即 非 素数 ). 为 了 检 
验 个 给 定 的 整数 n 是 否 足 合 数 ,首先 猜测 两 个 小 于 n 的 整数 a 和 
5 ,然后 验算 是 否 有 ab = mn. 其 答案 显然 可 以 在 多 项 式 时 间 内 得 到 ,而 
最 人 忧 的 猜测 就 是 问题 的 正确 管 案 .然而 请 注意 ,同样 的 方法 不 足以 证 
wo 可 题 " 即 糊 断 -个 整数 是 否 为 素数 的 问题 属于 NP 型 .为 了 证 

一 个 数 n 是 侣 数 , 所 需 的 一 切 就 是 一 个 好 的 猜测 ,而 为 了 证 明 n 
素数 ， 一 切 猜 测 都 无 济 于 事 ., 事 实 上 素性 检验 是 一 个 NP 型 问题 ， 
但 昌 让 明 这 一 点 ,你 必须 使 用 完全 不 同 的 素性 检验 方法 - 

NP 型 问题 这 一 高 度 抽 象 的 概念 具有 重要 的 意义 ,这 是 由 两 方 
击 的 原因 共同 决定 的 .首先 是 许多 尚未 找到 有 效 算 法 的 问题 被 证 明 
是 属 十 NP 型 , (我 们 可 以 直觉 地 看 出 ,在 这 些 问 题 中 困难 不 是 来 自 
必须 的 计算 过 程 , 而 是 在 于 存在 着 数量 巨大 的 可 能 性 .因此 当 所 有 这 
些 不 则 的 可 能 性 机 会 均等 能 以 同样 的 方式 来 处 理 时 , 鳞 洞 对策 就 很 
适用 ,而 这 正 是 NP 概念 的 基础 .) 这 样 NP 就 为 大 量 实际 问题 的 解 
决 提供 了 理论 框架 . 

第 二 方面 的 原因 是 由 库 克 (Stephen Cook)1971 年 关于 算法 有 效 
性 的 工作 引起 的 . 异 助 于 图 林 和 其 他 人 的 方法 , 库 克 提出 一 种 方法 来 
证 明 某 些 NP 型 问题 极 不 可 能 用 有 效 的 多 项 式 时 间 算 法 求解 .( 正 如 
我 们 将 要 看 到 的 那样 ,这 里 的 措辞 “ 极 不 可 能 ,实际 上 可 以 用 "肯定 
不 能 "来 代替 .) 特 别 是 库 克 证 明了 存在 着 一 类 特殊 的 NP 型 问题 ,他 
称 之 为 NP 完全 性 问题 (NP - complete) ,其 意思 是 :如 果 这 类 特殊 的 
问题 可 以 用 多 项 式 时 间 算 法 求解 ,那么 所 有 其 他 NP 型 问题 也 都 可 


”以 用 多 项 式 时 间 算 法 求解 . 换 句 话说 , 库 克 所 考虑 的 这 个 问题 与 所 有 


其 他 的 NP 型 问题 间 样 “ 硬 " .利用 血 克 的 结果 ,后 来 有 些 数 学 家 证 明 
[还 有 许多 其 他 的 NP 型 问题 也 是 NP 完全 人 性 问题 ,其 中 包括 旅行 扒 
销 员 问题 (请 看 框图 C). 
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一 - - . -一 一 .-- 国 -- - ， ， ee i -- . -一 


框图 C : 某 些 NP 完全 性 问题 


旅行 推销 员 问 题 ( 详 见 正文 ) 

哈密 顿 环 路 问题 已 知 一 个 由 一 些 城市 和 连 时 这些 城 市 的 道路 组 成 
的 网 络 , 是 和 杏 在 在 一 条 旅行 路 线 ,使 起 点 和 终点 都 在 同一 个 城市 ,而 其 他 每 
个 城市 恰好 都 经 过 - -次 ? 

多 道 加 工 机 任务 安排 问题 ” 始 定 一 系列 需要 完成 的 任务 集 了 ,以 及 在 
某 类 加 工 机 上 完成 每 件 任 务 所 需 的 时 间 表 ,同时 还 缩 定 了 这 类 加 工 机 的 具 
性 台数 ,是 否 可 能 将 了 中 的 狂 务 分 组 并 将 每 组 尾 务 分 配给 -- 台 加 工 机 ,使 
得 完成 所 有 这 些 任 务 的 总 时 间 小 于 茶 个 指定 的 时 辣 ? (每 各 加 工 机 上 顺序 连 
结 工 作 , 而 全 体 加 工 机 则 同时 运行 .》 

地 图 着 色 问 题 (参见 第 7 章 ) 已 知 一 张 地 图 ,是 否 能 种 只 用 由 种 颜色 
来 警 色 ,使 标 何 两 个 有 公共 边界 的 国家 着 色 不 同 ? 

二 次 剩余 问题 已 知 正 整 数 a,b,ec, 并 有 a < 上 5, 是 否 存 在 -- 个 正 整 数 
x<c, 使 ximodb= a? 

二 次 竺 普 转 方程 (参见 第 5 章 ) 已 知 正 整 数 ,gc, 是 否 存在 正 整 数 
x 和 ,使 x 十 by=e? 


于 是 ,作为 库 克 等 人 工作 的 结果 ,人 们 得 以 证 明 从 现实 世界 提出 
的 许多 (NP 型 ) 问 题 与 任何 其 他 的 NP 型 问题 一 样 地 难 . 大 多 数 数 学 
家 现在 会 斌 为 :既然 已 经 知道 一 个 问题 与 任何 其 他 NP 型 问题 一 样 
难 , 理 去 寻找 解决 这 问题 的 有 效 ( 亦 即 多 项 式 时 间 ) 算 法 就 是 枉 费 时 
辣 了 ,因此 难免 会 产生 这 样 的 看 法 ;如 果 证 明了 一 个 给 定 的 问题 是 
NP 完全 性 问题 ,就 等 于 证 明了 它 不 能 用 名 项 式 时 间 算 法 求解 . 

然而 困难 在 于 : 库 克 的 结果 (以 及 所 有 以 后 得 到 的 结果 ) 并 没有 
排除 这 样 的 可 能 性 , 即 类 PP 与 类 NP 实际 上 是 相同 的 ,也 就 是 说 任 -- 
NP 型 问题 实际 上 都 可 用 多 项 式 时 间 算 法 求解 (虽然 在 特殊 的 例子 中 
要 找到 这 样 的 算法 并 非 易 事 ). 如 果 情 况 真 是 如 此 ,那么 知道 一 个 问 
题 “ 像 其 他 任何 NP 型 问题 - 样 难 “实际 上 训 无 意义 (在 这 样 的 情况 
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教学 : 六 的 凌 公 时代 


下 所 有 的 NP 型 问题 都 - 样 “容易 ”.) 不 过 很 少 有 专家 认为 存在 这 样 
的 可 能 性 ,NP 概念 本 质 上 涉及 非 算 落 的“ 猜测" 过程 ( 确 切 地 说 是 猜 
对 ”, 以 区 别 于 通常 的 伐 运 气 ), 这 就 使 得 它 不 可 能 完全 等 价 于 P 型 
问题 .因此 ,P 利 NP 在 理论 上 可 能 等 价 的 说 法 从 一 开始 就 大 受 怀 疑 ， 
而 NP 完全 性 才 被 看 作 是 问题 真正 "不可解" 的 证 明 . 

当然 ,全 部 问题 药 解 决 其 实 只 需要 一 个 反例 , 即 找 出 一 个 属于 
NP 型 但 却 能 证 明 不 是 P 型 的 问题 .然而 尽管 P 和 NP 这 两 个 概念 直 
觉 有 别 ,问题 却 还 迁 没 有 得 到 解决 ,并 且 各 方面 的 迹象 都 表明 这 是 一 
个 极其 困难 的 问题 ,这 个 以 “P=NP 问题 "著称 的 问题 ,正如 你 可 以 稻 
象 的 那样 ,已 经 成 为 当今 计算 机 数学 中 最 重要 的 未 决 问题 之 一 .这 问 
题 之 所 以 重要 ,部 分 原因 当然 是 在 于 它 与 大 量 实际 问题 有 关 , 但 这 里 
我 们 务 需 谨慎 ,因为 有 关 的 问题 都 不 简单 ,不 能 等 亲 视 之 .因此 ,现在 
是 我 们 回 到 现实 生活 的 时 候 了 . 


回 到 现实 生活 一 一 线性 规划 


虽然 刚才 介绍 的 理论 方法 可 以 提供 一 些 有 价值 的 信息 ,但 他 们 
对 于 应 用 问题 却 并 不 是 总 能 给 出 精确 的 描述 .一 个 在 理论 上 需要 指 
数 时 间 的 算法 ( 即 “ 非 有 效 " 算 法 ), 在 实践 中 人 处理 日 常数 据 时 却 可 能 
用 得 很 好 .指数 运算 时 间 可 能 仅仅 是 产生 于 某 些 不 常 遇 到 的 数据 . 推 
销 员 问题 在 某 种 意义 上 就 属于 这 一 范畴 .对 "现实 生活 "中 的 城市 与 
道路 布局 ,已 有 的 方法 一 一 它们 无 疑 都 需要 指数 运算 时 间 一 一 应 用 
得 很 好 .关于 理论 与 实际 之 间 这 种 潜在 的 鸿沟 ,所 请 的 线性 规划 问题 
提供 了 更 为 停 人 的 例子 .线性 规划 癌 题 孕育 了 一 门 叫 运 筹 学 的 学 科 ， 
并 且 至 今 仍 是 这 门 学 科 的 中 心 课题 .( 运 筹 学 产生 于 第 二 次 世界 大 战 
期 间 , 是 借助 于 数学 方法 来 解决 与 工业 .商业 ,政府 .国防 等 部 门人 
力 ,机械 .物资 ,钱财 等 大 系统 的 指导 、 管 理 有 关 的 复杂 问题 的 学 科 .) 

有 -类 实际 问题 需要 和 将 某 些 对 象 最 大 化 (如 利润 .安全 等 ) 或 最 
小 从 { 如 支出 .风险 等 ) ,线性 规划 就 是 为 这 类 尝 际 问题 提供 数学 描述 
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{或 模型 ) 的 一 种 方法 ,所 要 求 的 最 优化 {optimization) 是 通过 通 当选 
定 一 些 泰 数 ( 吗 变量 ) 揭 什 来 实现 的 . 无 纶 是 待 优化 的 因素 ,还 是 部 分 
或 全 部 的 参数 ,都 必须 服从 于 -- 个 或 多 个 约束 条 件 .线性 规划 中 “ 线 
性 "二 字 是 表示 模型 中 所 有 的 数学 表达 式 都 是 线性 的 ( 即 不 涉及 两 个 
或 多 个 变量 的 乘积 或 - -个 变量 的 乘 晕 ). 这 在 实践 中 不 能 算是 太 大 的 
限制 ,因为 大 多 数 实际 问题 或 者 本 来 就 是 线性 的 ,或 者 可 以 被 恨 定 是 
线性 而 不 会 产生 任何 大 的 误差 . 

对 这 个 问题 的 初步 考察 就 可 以 看 出 ,线性 约束 有 : -个 很 自然 的 
几何 表示 .满足 所 有 约束 的 变量 的 值 相 当 于 某 个 几何 图 形 内 部 的 点 . 
如 果 有 两 个 变量 ,这 - -图 形 就 是 一 个 多 边 形 ( 边 数 对 应 于 约束 数 ) ,如 
果 有 三 个 变量 ,这 -~ -图 形 就 是 一 个 多 面体 ,而 如 果 有 上 个 变量 ,这 一 
图 形 就 是 NY 维 空间 中 的 一 个 多 胞 形 ( 参 见 第 10 章 ). 当然 我 们 不 可 
能 画 出 四 维 或 更 高 维 空间 中 的 多 胞 形 ,但 不 论 是 凡 维 空间 ,这 里 用 到 
的 数学 足 简 单 的 . 

可 以 用 一 个 简单 的 例子 来 说 角 这 一 切 . 设 有 一 -家 公司 生产 两 种 
布料 态 和 B, 所 用 打 料 是 二 种 人 不同 颜色 的 羊毛 . 表 5 给 出 了 生产 单位 
长 每 种 布料 所 需 的 羊毛 量 , 以 及 可 供 使 用 的 每 种 颜色 的 羊毛 的 总 量 ， 
生产 者 的 利润 是 :A 布 每 单位 长 £ 12,B 布 每 单位 长 £ 8. 问题 是 :外 
样 使 用 所 供 的 羊毛 使 可 能 获得 的 总 利润 最 大 ? 


单位 长 需要 量 
羊毛 颜色 一 供应 量 
布 点 布 B 
红 Akg 4kg 1400kg 
绿 6kg 3kg 1800kg 
黄 2kg 6kg 1800kg 


表 5 生产 单位 长 A 布 与 了 B 布 所 需 的 红 . 绿 . 黄 三 种 羊 铬 量 , 以 及 可 
民生 用 的 羊毛 总 量 . 
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融和: - 才 的 黄 多 于 代 


我 们 首先 访 x 和 * 分 别 表 示 生 产 出 的 点 布 量 和 有 布 量 .这 样 就 
将 产生 利润 P(E ) 
P=12x+87y. C10) 
* 和 值 所 受 的 约束 是 什么 呢 ? 因为 只 有 1400kg 并 羊毛 可 供 使 用 ， 
而 生产 两 种 布 每 单位 长 所 需 的 红 羊 毛 孝 是 4kg, 所 以 


dx +4y 1400. C11) 
类 似 地 兰 虑 证 殿 使 用 的 绿色 和 黄色 羊毛 量 就 得 到 
6x +31800, 2x +67 <s1800. 【12) 


最 后 ,因为 无 论 * 或 y 都 不 应 当 是 负数 (这 个 约束 在 所 讨论 的 实际 癌 
题 中 是 显然 的 ， 但 在 数学 表述 中 需 作 明 和 确 说 明 ), 故 需 有 
X20， y 宇 0. C13) 

图 64 就 是 山椒 等 式 (11)、(12) 和 和 和 (13) 给 出 约束 的 图 示 . 满足 所 有 的 
束 的 任何 一 对 * 积 y 的 值 都 将 是 图 中 阴影 区 域内 一 点 的 坐标 ;及 之 
该 区 域内 任何 一 点 的 坐标 都 将 满足 不 等 式 (11) (12) 和 (13). (请 你 
自已 通过 读 出 该 区 域内 部 或 外 部 各 点 的 坐标 来 检验 上 述 结 论 . ) 于 是 
我 和 现在 要 做 的 事情 就 是 在 带 阴 影 的 区 域内 找 出 一 点 ,使 方 穆 {10) 
中 的 量 五 尽 可 能 大 . 

现在 来 考虑 方程 (10) 所 表示 的 直线 ,对 于 侍 意 确定 的 PP, 方程 
《10) 所 表示 的 直线 都 是 互相 平行 的 . {图 64 中 对 P=1200 和 P= 
2400 给 出 了 两 条 这 样 的 直线 .) 因 此 十 分 清楚 ,为 了 使 严 最 大 化 ,我 
们 必须 这 样 做 ;平行 移动 {由 方程 (10) 给 出 的 ) 利 润 直线 ,使 它 尽 可 能 
地 远离 原点 但 勾 不 完全 脱离 阴影 区 域 .这 就 把 我 们 带 到 了 B 点 .B 点 
的 坐标 很 容易 通过 初等 代数 而 确定 (两 个 联 列 方程 的 解 ): 它 们 是 
{250,100) .因此 ,为 了 获得 可 能 的 最 大 利润 &3800, 厂 商 必 须 告 产 半 
布 250( 单 位 ],B 布 100( 单 位 ).( 这 刚好 用 完了 所 有 可 殿 使 用 的 红色 
的 和 绿色 的 羊毛 ,但 却 剩 下 了 700kg 黄色 羊毛 .我们 的 厂家 在 购 进 羊 
毛 以 前 要 是 能 微 一 次 数学 家 庭 作业 就 好 了 .) 

在 解决 了 这 个 具体 问题 以 后 ,我 们 来 考察 -下 它 说 明 些 什么 . 约 
束 条 作 在 网 64 中 被 表示 成 一 个 平 画 铸 边 形 区 域 ABCDO .最 大 化 点 
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敌 具 章 ; 利 潜 有 阔 必 


SOOF 


tx+3y= 1800 


2x+6Y= 1800 


图 佬 号 性 规划 .布料 生产 问题 的 解 D{ 详 凡 正 文 ). 


是 这 个 多 按 形 的 顶点 一 一 剩 下 的 任务 就 是 乒 册 这 个 顶点 .在 上 述 简 
单 例子 中 , 找 出 这 样 的 顶点 并 不 困难 .但 对 于 更 复杂 (六 此 也 更 实际 ) 
的 线性 规划 问题 来 说 ,这 正 是 难点 所 在 .在 有 三 个 变量 的 问题 中 ,的 
旧 条 件 将 产生 一 个 三 维 的 多 面体 ;而 在 N 变量 的 情形 你 将 会 得 到 
个 N 维 的 多 胞 形 .这 样 的 欠 胞 形 不 可 能 被 画 出 来 ,但 仍 能 进行 代数 
的 外 理 . 在 每 个 场合 ,问题 都 被 归结 为 村 找 约 东 图 形 ( 多 边 形 , 多 面体 
战 多 胞 形 ) 的 最 优化 项 点 .但 是 怎样 才能 做 到 这 - -点 呢 ? 可 能 会 有 上 
百 万 个 (其 用 更 多 ) 硕 点 ! 开 如 像 推 销 员 和 问题 的 情形 一 样 , 这 时 用 穷 
举 的 方法 是 解决 不 了 问题 的 ,因此 就 需要 有 确定 最 优 顶 点 的 系统 方 


中 原 忆 本 攻 胃 彤 区 域 标 起 有 训 , 详 者 已 作 玉 漠 让 .一 一 详 少 注 . 
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1947 年 ,美国 数学 家 丹 齐 克 (George Dantzig) 设 计 出 了 一 种 这 样 
的 方法 :单纯 形 算 法 [simplex algorithm) .这 种 方法 实质 上 就 是 从 一 个 
顶点 出 发 (怎样 准确 地 确定 这 个 起 始点 在 这 里 略 去 不 谈 ), 然后 在 多 
胞 形 表面 沿 着 边 从 一 个 顶点 向 另 -- 个 顶点 移动 .每 达到 一 个 新 的 顶 
点 ,就 将 有 村 种 (或 很 多 种 ?不 同 的 继续 移动 路 线 ,并 且 有 各 种 判别 方 
法 来 决定 究竟 走 娜 条 路 线 ( 最 "显然 "的 决定 方法 就 是 只 向 使 需 最 大 
化 的 量 有 所 增加 的 顶点 移动 ,或 在 最 小 化 情形 只 移 向 使 最 小 化 量 有 
所 减少 的 顶点 ). 

由 于 沿 着 一 个 多 胞 形 的 边 进行 的 可 能 的 路 线 数量 很 大 ,单纯 形 
算法 在 理论 上 被 认为 是 -- 种 指数 时 间 算 法 ,然而 在 实际 应 用 中 (对 于 
涉及 几 百 莫 至 几 于 个 变量 的 问题 ) 这 算法 却 非常 有 效 , 可 以 在 相对 而 
言 较 少 的 步 又 内 找到 最 优 顶 点 .事实 上 许多 迹象 都 表明 它 可 以 在 线 
性 时 间 内 完成 运算 ( 妈 运 算 步 数 与 涉及 的 变量 个 数 成 正比 ). 导致 该 
算法 非 有 效 运作 的 那 种 药 束 (以 及 相应 的 客 胸 形 ) 在 实际 问题 中 并 不 
常见 一 一 它们 必须 特别 “" 渔 制 "出 来 ,而 目的 只 是 为 了 使 单纯 形 法 败 
阵 而 去 .但 事实 是 无 论 怎 拌 精心 策划 ,这 些 "“ 人 造 " 的 问题 却 丝毫 不 能 
阻挡 单纯 形 蒜 的 发 展 : 每 当 丰 -种 新 的 工业 或 商用 计算 机 系统 投放 
市 场 ,应 运 而 生 的 第 一 批 商品 中 总 少 相 了 修订 版 的 单纯 形 法 ! 一 句 
话 ,这 种 方法 行 之 有 效 . 

那么 ,难道 就 没有 更 快 的 方法 了 吗 ? 一 种 不 仅 对 大 狗 数 问题 而 
且 在 所 有 的 情形 下 都 更 快 的 算法 一 一 也 就 是 多项式 时 间 算 法 ? 从 直 
观 上 看 ,如果 不 是 在 铬 胞 形 表 面 沿 着 边 前 进而 是 直 楼 穿 过 多 胞 形 内 
部 去 寻找 最 优 顶 点 ,照例 说 应 该 更 快 些 .但 这 种 做 法 的 困难 在 于 : 因 
为 你 事先 并 不 知道 哪 一 个 是 最 优 硕 点 , 叉 怎样 来 决定 前 进 的 方向 呢 ? 
如 果 是 停留 在 多 胞 形 表 面 ,你 至 少 还 有 一 种 办 法 来 决定 每 一 步 怎么 
走 , 但 是 一 旦 你 “脱离 "表面 而 走 进 多 胞 形体 内 ,那么 究竟 有 设 有 方法 
为 你 导 坷 呢 ? 

事实 [是 有 的 .1970 年 ,苏联 数学 家 肖 尔 (Sher) 发 现 一 种 叫 牛 顿 
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法 的 老 方 法 可 以 被 应 用 于 线性 规划 问题 .这 一 想法 后 经 革 文 
【Levin)、 朱 本 (Judiny 和 纳米 洛 去 斯 基 {Nemirovski)( 也 都 是 苏联 人 ) 
等 改进 并 于 1976 年 发 展 为 所 谓 椭 球 法 ,在 这 种 方法 中 , 穿 过 多 胞 形 
内 部 的 路 径 其 方向 是 借助 于 一 系列 被 画 出 来 " 通 近 "多 和 胞 形 的 窘 球 来 
决定 的 . 1979 年 喀 奇 安 (Khachian) (也 是 苏联 大, 他 对 上 述 技巧 运用 
肯 如 ) 证 明了 梢 球 法 是 多 项 式 时 间 算 法 .不 幸 的 是 ,虽然 这 意味 着 这 
种 方法 在 理论 上 比 单纯 形 法 强 ,但 在 实用 中 却 并 没有 显示 出 任何 比 
单纯 形 法 优越 的 地 方 . 

因此 你 可 能 会 说 :既然 理论 上 非 有 效 的 方法 可 以 轰 而 易 举 地 上 胜 
过 理论 上 有 效 的 方法 , 那 就 让 理论 家 的 有 效 和 性 概念 见鬼 去 吧 1” 许 多 
非 数 学 家 也 确实 说 过 类 人 和 似 的 话 , 毕竟 线性 规划 阿 题 曾经 是 并 且 现 在 
仍然 是 最 重要 的 实际 问题 .如 果 有 什么 例子 揭 了 多 项 式 时 间 / 指 数 时 
间 有 效 性 分 类 法 的 短 ,那么 从 纯粹 数学 家 的 观点 看 ,线性 规划 问题 就 
是 最 糟糕 的 -一 个 . 

但 是 接 下 去 ,在 1984 年 初 , 另 -- 位 理论 家 登场 了 . 卡 玛 卡 
(Narendra Karmarkar) ,一 位 在 美国 贝尔 实验 室 工 作 的 28 岁 的 数学 
宕 ,发 现 了 一 .种 才 项 式 时 间 的 线性 规划 算法 ,这 种 算法 不 仅 在 实用 中 
多 实行 之 有 效 ,而且 在 许多 场 侣 竟 远 远 超 过 了 单纯 形 法 .( 在 一 次 对 
有 5000 个 变量 的 问题 的 试验 中 , 卡 玛 卡 算 渤 出 单纯 形 法 要 块 50 
入. ) 这 是 一 个 引 大 注目 同时 又 出 人 意料 的 进 形 , 卡 玛 卡 为 了 得 到 他 
的 新 算法 ,下 得 不 使 用 了 革 些 高 度 成 熟 的 数学 , 包 描 一 系列 多 胞 形 
“整形 "(reshapings) 以 确定 在 其 内 部 前 进 的 “优先 ” 方 向 . {虽然 ,正如 
单纯 形 算法 在 计算 机 上 使 用 时 需要 修订 ,因为 计算 机 只 能 进行 算术 
运算 而 不 能 直接 处 理 背 后 的 几何 概念 , 卡 玛 卡 算法 的 修订 版 也 抹 去 
了 其 中 成 熟 的 几何 概念 以 便于 进行 矩阵 的 算术 运算 .) 

因此 ,理论 家 的 有 效 性 概念 最 终 被 证 明 是 行 之 有 癌 的 . 而 且 , 新 
的 算法 提供 了 一 个 惊人 的 例 耻 ,说 明 - - 些 高 度 成 熟 的 抽象 数学 ,其 中 
包括 多 面体 的 高 维 类 似 和 稀奇 古怪 的 数学 “变形 ”, 怎样 会 导致 对 商 
混和 羡 防 等 现实 世界 有 重大 意义 的 具体 成 果 . 这 可 以 说 基 纯 粹 、 抽 蒙 
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数学 ; 全民 


的 数学 与 我 们 生活 的 现实 世界 相 结合 的 典范 ,我们 对 数学 的 痢 黄 金 
时 代 的 介绍 ,最 好 就 以 此 结束 . 


阅读 文献 


关于 算法 有 效 性 的 可 恋人 性 很 强 的 简要 说 明 可 见 马 .Lewis 和 .Papadimitriou 
的 开间 The effinitncy of algorithms ,P| 天 Seientific American, Volume 238t{January 
1978) ,pp.96- 109. 学 习 和 前 法 有 效 性 的 标准 的 六 门 载 科 书 昨 出. Garey 和 TD. 
Johnson 的 Computers and Intractability (W.H. Freeman ,1979) 

基于 线性 规划 问题 和 单纯 形 算法 的 切 等 介绍 ,可 参阅 ] ,Lighihill 沪 的 New- 
er Uses of athermatiest Penguin, 1978}. 

甘于 Karmarkar 的 算法 的 介绍 ,可 参阅 他 本 人 的 文章 点 new polynomial-time 
algoritham for Jinear programming, 刊 于 数学 荣 志 Combinatlorica, Yolume 4(1984)， 
[278] Number 4,pp.373— 92., 


i277] 


【地 文 林 译 ) 


252 


起 bel ,到 .H.， 阿 扶 朱 3101.112 
AUemin,. 凡 ， 灯 乔 利 芝 名 ,26,197 
dembert,4.B， 达 裔 风 尔 655 

点 lexander, 本 .下 ， 亚 历 山大 241,246 
上 ppel,K， 阿 们 和 尔 148,174 一 5 
Brpand,]. ~ 阿 甘 得 妇 
schbacher ,机 阿 施 巴赫 尔 127 -8 
上 ALiyab ,了 阿 蒂 亚 259 


Bachet, 必 ， 巴 使 178 
Barkjund ,及 ， 鼎 克 伦 逢 215 
Baker,A 贝克 7 

Bardow;P， 巴 涪 功 
Bemouli,J， 内 努 电 178 
Bipberhach , 工 ， 比 页 巴赫 226 
Birkhoff, 避 。 怕 克 稚 夫 171 
Bombeldi , 玉 ， 邦 贝 利 而 

de rnges,;L， 德 :布朗 HH 222 
Brauer,R.， 布 芭 录 123,126 一 7 
Brent,R.P. 布 伦 特 17 
Briges, 心 .B， 布 里 格 斯 241 
Bnillhart,]. 布 里 尔 蛤 特 17 
Bumside,W， 伯 轧 赛 德 125 


Caesar;] . 己 撤 22 
Cantorstr. 康 托 3 一 50 


Cardano, 尼 长 处 达 浇 10 
Canson ,点 放松 256 
Pauchy ;B.-L， 档 两 202 
Cayley, 态 ， 遇 业 152 
Chevalier, 态 ， 低 瓦 利 耶 i04 
Church ,点 ， 丘 奇 135 
Cobhamy 上 .。 柯 先入 263 
Cohen,H. 科恩 8,10,218 
Coben,P.J. 科恩 如 ,46-7 
Cole ,FF.N， 科 尔 13 
Conway 汪 . 基 ， 康 咸 127 ,241 .247 
Cook ,S， 库 点 269 
frowder,H.P， 克 范 褐 257 


Puntzig,C， 闻 齐 克 267,275 
Paris, 岂 ， 戴 维 斯 142 -4 

Dehn ,下 ， 管 时 240,244 
Desarue ,CC， 做 沙 格 178 
Descartes, RR. 简 卡 儿 6,177 -8 
Deuring, 厅 、 老 好 了 2 

Dife , 殉 ， 迪 非 25 

Diophanuus 于 得 图 130,178 
Diaehlet, 怠 .L， 狼 利克 和 189 -90,192 
Donaidson ,S.， 唐 纳 尔 和 下 259 
Wiirre ,天 ， 杜 勒 171 


263 


Frdwards, 开 .M， 爱 德 华北 185,212 
Edqwards.,J， 爱德华 兹 263 

上 melanov, 焉 .总 、 埃 竹 拉 庶 夫 222 
Escher, 则 . 亡 - 埃 同 泵 249 -5 


Euclid 欧 玫 齐 得 4,20.132 -3,182 


Euler,L， 克拉 6,16 -7,20,53,60,65, 
101,158 —9,187 -8,199,208,220 


Faltings, 心 。 祷 尔 送 斯 177 ,197 
Farey,]. 法 里 205 

Fatou;P， 法 都 85,94 

Fait,W. 费 特 123,125 
Fermat,P .de 费 巧 8,14 ,66,177 
Fermat,3.de 费 !4 178 
Ferari,E， 费 区 里 101 
Fero,S.de 费 罗 10 
Feustel , 民 ， 桶 斯 泰 汞 245 
Fibonacci， 韭 波 那 契 144 
Fitzgexald ,CC， 非 茨 杰 拉 德 222,227 
Fontana,N， 丰 塔 那 101 
Fourier .].B.J. 傅立叶 102 
Fouvry :E. 福 里 197 
Fraenkel,A.A， 弗 兰 克 尔 加 
Franel ,上 弗 兰 内 容 207 
Franklin,P. 弗兰克 林 171 
Freedman , 订 ， 弗 里 入 256,259 
Frepey GCG. 堪 雷 超 3 了 -9 

Freyd ,P， 昌 雷 德 34? 
Fujkestom .了 .KR，、 福 旧 斯 顿 267 


Calois,E， 怖 罗 华 101 -4 

Carahedian .PP， 和 再 拉 比 但 226 
Cardner, 册 ， 加 德 纳 153 

Gausa, 区 .下 ， 商 斯 18 -9,532.65,67.69 一 


264 


73,133,209,229,240 
Cermain,S， 热 尔 氢 196 
Gillies,D. 吉利 斯 12 
Girard ,点 吉 拉 尔 全 
Garief ,区 亚 德 尔 如,35-6.45.135 
Goldbach,C. 哥 德 马 赫 6,187 
Goldfeld,D.， 哥 德 非 尔 笨 72 
Corenstein, 卫 ， 区 伦 斯 坦 123,127 
Gram;,J. -了 P. 格 兰 婚 214 
Cress, 玉 ， 格 里 斯 122 
Gaross ,B. 格 罗 斯 52,73 
Guthrie,F. 古色 利 150 一 51 


Hadamard,J. 阿达 玛 211 -2,218 
Haken, 殉 . 蛤 肯 148,174 -5,245 
Hall, M .Jr， 小 年 尔 122 
Hamilton, 玉 .RR， 吗 密 顿 67,151,157,271 
Hardy ,GCG.H、 蛤 代 22,75,207 ,214 
Haros,C， 险 罗斯 205 
Heaih - Brown,D .RR， 希 斯 -布设 197 
Heawood,P.]. 希 伍德 ]62,168 - 70 
Hecke, 开 ,海上 ?32 

Heegrner, 氏 ， 希 格 内 尔 ?71 

Heesch ,H. 希 许 171 -4 
Heilbronn, H .点 ， 海 布 71 -2 
Helt,M, 海尔 德 267 

Heliman, 导 ， 均 和 尔 弛 25 

Hemion ,G， 赫 米 移 245 

Hermite,f ， 赫 尔 米 特 217 
Higman .G， 希 格 蜡 122 

Hilbem,D， 需 尔 伯 特 35,45, 物 ,129 
Horowitz,D. 赫 罗 维 英 227 

Hoste ,J. 圳 斯 特 247 

Hurwitz, 太 . 赫 维 芯 12 


Huuehinson ,J.J， 堆 坎 森 315 
Huteheson,， 哈 奇 森 3 


Ingham,a, 眉 ， 因 格 汉 姬 219 


Janko ,区 扬 科 121-2 
Jensen , 玉 . 工 、 诊 森 195 
Johnson ,S$S， 约 输 带 267 

jonss1] ， 谅 斯 146 

Jones ,VFR 琼斯 247 
Joukowski, 闪 .T， 髓 串 夫 斯 基 292 
]udin ,DB， 朱 丁 276 

Julia,G. 于 利 亚 85,94 
Jurkat,W.B。 点 卡特 218 


Karmarkar,N. 卡 鸟 卡 277 

Karp.R. 卡 普 267 

Kempe, 直 .日 肖 放 | 162,166 一 名 

Khachian:L 世 .页 麻 安 ?275 

一 Khowarizmiya.j. 卫 .ji, 请 想 拉 于 术 
134 

KirkrmanT.P， 寇 克 曼 240 

Kilerne ,5 ， 竟 林 135 

Koch,H.Y， 油 - 柯 克 了 8 

Kronecker,L， 克 罗 内 雹 3 

Kummer,E, 卫 ， 库 默 尔 192 -3,195-6 

Kuz mina, 忆 .YY， 库 葡 米 那 222 


Lalf 村， 拉夫 85 

Lagrange,J.L， 拉 格 关 日 161 

[amg, 心 ， 拉 梅 190- > 

Landau ,天 ， 兰 遵 207 

Landry,F， 半 德里 17 

Legandre ,六 ,一 岂 ， 币 让 德 189,196,209 


Lehman, 民 .3 对 曙 210,215 

Lehmer ,DD.H.， 莱 默 12,17,195,197,215 
Ledmnitz, 避 . 莱 布 尼 共 60,177 
Tenstra, 碟 .天 、 花 斯 特 扩 230 
Lenstra, 日 .下 . ,Jr， 伦 斯 特 控 8,10,220 
Levin,L, 喜 ， 荣 六 276 
[Linkonah, 吕 .BB.R， 本 柯 里 荐 247 
Liouvile,J， 刘 纵 尔 104,191 一 2 
Listing 了. 于， 李斯 廷 240 

Litde,C.N， 李 特 尔 240 

Litle.7. 必 .CC， 李 特 尔 267 
liulewood 本 ,下 ， 利 特 硬 德 210,227 
Jarenz , 匡 .J， 雍 伦 兹 胎 

Lovész,L， 拉 瓦 艾 2 各 

Jewner, 号 维 内 甸 226 ~7 

Lucas 上. 卢 卡 斯 12 

de Lune,J.van 范 德 阵 215 


辐 andelbeot, B、 莹 德 汞 布 罗 77,84 -5,91， 
98 
Mathieu, 马 ， 马 幕 顾 121 ,125,127 
Malyasevich,Y， 马 带 雅 会 维 奇 131,141， 
144 
cKay ,J .表册 122 
Menger,;K， 重 巧 267 
Mersenne ,机 ， 和 梅森 t0,16 
Mertens ,下 ， 默 顿 匠 218 
Miin,I. 记 ， 洲 林 222,227 
Millett, 素 ， 米 和 肌 特 247 
Wiluor,J， 粹 永 弄 25 
gmanofl,D， 米 里 马 诺 夫 197 
Mbbins ,起 .F， 莫 比 马 斯 216.,233 
Moldave,P， 莫 尔 世 弗 86 
Mordell,L.J， 瘟 代 尔 72,197 
203 


Warebead.C， 黄 所 朵 德 17 

de Maorgant,a， 德 : 摩 处 根 151.,161 
Maorrisnn ,区 . 癌 ， 览 单 森 17 
Muny ;及 ,C， 黑 习 267 
Myrberg.P.J. 性 东 伯 格 91 


Nemirewski,a.S， 纳 米 洛 去 斯 其 276 
Newton ,TI 牛顿 177 

Nieomachus 尼 po 马 族 斯 20 

Nirkej ,1， 尼 吏 加 

Nol.C. 嵌 钞 12 


(Ourneanu .点 ， 奥 区 尼 努 247 
Odlyzko, 态 ，、 奥 德 菜 斯 科 218 一 21 
Dre,O. 奥 加 171 

Dzawa; 耻 ， 奥 莹 华 226 
Pailberg,M . 珊 ， 深 德 伯 格 267 
Pascd ,BB， 册 斯 卡 60,177 一 $8 
Pederson,R.N， 槛 得 森 226 
berko;K.Aa. 德尔 村 241 
Puineare,H， 庆 如 著 230,255 
Pisson ,只 ， 广 松 103 
Palard,] .MM 波 拉 德 17 

Pest ,EE.L， 波 斯 特 135 


Poussin.t dela Yalée 此 华 : 普 骤 39,211 


一 了 
Puwers,R .EE 鸳 尔 斯 17 
Putnam Hl 旋 特 南 144 
Pyluueas 出让 赋 拉 斯 19 


Her .RE 测 121 
Reidemeiser,K， 瑞 德 全 斯 特 241 
Rewnoli:. 0. N, 十 谤 德 171 


J Bin 了.j.J， 电 共 小 210,215.218 一 21 


266 


Biomann ,下 里 寨 江 202.211 
Riesel,H， 里 玖 汞 12 
Ringel,G， 林 格 钞 170 
Hivesl ,长 ， 里 虎 斯 特 26 
Hobinson ,J， 罕 误 逊 143 
Hopiason;: 有 ， 轴 富 进 12 
Rosser;J .BR 轴 讲 尔 215 
Rumely ,R.S. 鲁 梅 利 8 
Russell ,HB 罗素 39,49,75 


Sao.D， 萨 托 146 
SchifIer, 导 ， 希 费 水 226 
Seifert,H， 谢 韭 尔 乱 245 
Shamir, 贞 ， 吕 米尔 256 
Sheor,N.z， 省 尔 276 
Siegel, 习 . 西 档 和 由 ,195,215 
simmone. 避 、 配 蒙 斯 26 
Skewes,S， 斯 古 斯 210 

恒 uwinski,D， 斯 尝 误 斯 基 12 
Smale,S， 斯 梅 尔 255 
3olomon;R， 所 淮 门 100.127 
Shalford ,下 ， 斯 塔 福 德 195 
Stark , 晶 ， 斯 塔 克 7 
SeinmetzC、 斯 泰 岗 浅 贡 的 
Siemple, 忆 .]， 史 所 普尔 171 
von Sterneck ,及 . 白 . 汝 -斯 竺 轧 奎 克 218 
Sualtjes,T.j， 斯 蒂 阶 217 ~ 8 
Sweeney; 站 , 开 ， 斯 维尼 267 


Tailp-G.， 系 特 240 

Taulws ,C.J]， 托 拷 斯 260 
Thates 认 黄 斯 绪 

Than-R. 托 姐 230 
Thaompstm:T， 汤 背 森 123.125 


人 名 索引 


itehmarsh ;下 .已 ， 塌 洱 蕊 御 215 
Tuckerman,B. 堪 光 边 12 
Turing, 上 .蓝图 林 135,215 


Vandiver,H.SS. 范 迪 弗 195 
Vethulat,P.F， 纵 哈 汞 斯 特 闻 


本 adja,H 页 法 1 
Wagetdl.S .此 巾 斯 塔 去 195 
深 es,D 上 ， 威 泵 小 122 

页 allis,J] ， 湛 时 斯 178 
Wamwk , 态 。 淡 诺 克 26 
Wessel,C， 维 赛 尔 67 


Westem, 态 ,. 上 EE， 目 斯 帆 17 
区 hitten; 锅 . 惠 顿 245 
Wiens,D. 威 辕 斯 146 

入 innyC.EE, 温 转 171 

可 underlich ,; 环 ， 六 德 利 希 26 


这 ctler;D， 叶 特 尔 247 
Toun 旨 ,更 .T， 杨 斯 170 


Zagier,D， 蔡 覆 尔 52,73 


Zeeman, 忆 、 齐 盟 230 
zermelo, 开 . 策 夺 罗 40 


267 


太 {aleph) 辐 列 夫 { 希 怕 来 诡 第 一 个 学 具 )， 
44-5 

abelian group 阿 由 尔 倍 112 

lexandor polynomial 亚历山大 奢 项 不 246 

和 gorithm 算 落 134,136 

引 gorithm efficiency 等 法 有 效 性 262 -5 

altermating group 交 梢 群 125 

ytic continuation 解析 延 扫 211 

adlytic number theory 解析 数论 53,202 

ARCL test，4RCL 检验 8 

Arpand diagram 阿 占 得 图 三 -7 

anihamnelit furlampbntal Iheorem of 算术 上 本 
证 有 是 4,189 

Arithmeticn 区 算术 130.179,178 一 79 

Ars Meg 大 术 》》 101 

assoeiative law 如 法 结合 律 0,22 

as0GCialivily 《goups) 车 合 律 ( 群 )》110,112 

attractor 咀 引 子 30,92 

iom 公开 30 一 1 

axis of symmetry 对 称 轴 106 


Bemoulli number 区 努 蜂 的 194 

BESK computer。BESK 型 计算 机 12 

Bieherbarch conjeclure 比 由 巴赫 猜想 226， 
227 -了 

bilaleral syrmmelm 让 在 对 称 106 


208 


branch and bound algorithm 分 支 限 界 算法 
267 


Cataar cipher 已 撒 暗 码 23 

Cancellation jaw 请 去 律 32 

Cantor s continuum problem 康 托 连续 统 问 
题 28,44-6 

Camtor sprog 康 托 的 证 明 47 

calaabruphe theory 突变 论 230 

centralizer 中 心 化 子 126 

cenlralizsc of invnlulion 对 合 的 中 心 化 子 
122, 126 

chantic dynamics 少 征 动力 芝 76, 器 

charge method 电荷 法 172 一 4 

cipher key 瞧 摇 24 

cipher system 密码 体系 23 -4 

class number 类 数 71 

class number problem 类 数 问 题 72,70 -73 

chussification problem (simple groups) 分 类 
问题 ( 单 群 ) 121 -8 

classificalion 也 corem {simple 4roups) 分 类 
定理 ( 单 群 ) 100 

clork group 钟 群 主 ] 各 

closel surace 了 财 曲面 233 

codes ,Serret 密 妈 2 

Cole Prise in 上 lgebra 代数 方面 的 科 水 蜂 


136- 了 

commutative groul 区 的 群 112 

commutative Jaw 交接 笋 30-] 

complament of a set 集 的 补 集 139 

completeness of axjom syalem 公理 系统 的 完 
奋 性 35 

complex analysis 复 人 外 析 202 一 4 

romplex dynamics 敌 动 力学 77 

complex funotion theory 复 变 函 数理 论 202 
-4 

complex interpgrativon 复 积 分 204 

complex number 复数 34,57,63 -了 

complex plane 复 平 而 铂 ~7 

composite number 合 数 4 

computahle set 可 计算 集 139 

compvtation Tariog rachine 图 灵机 计算 
136 

ronsisteney of axiom ystem 公理 系统 的 相 
容 性 35 

conlinued fraction method 连 分 数 法 ]7 

continuoue Iransformation 连续 变换 230 

conlimum hypothesis 连续 统 奶 设 46 

rontinuom problem 连续 统 问 题 28,129 

cos 余 纺 203 

countable set 串 数 集 43 

CRRAY -1 computer,CRAY - 1 型 计算 机 
12,21,25,220 

CRAY — XMP compuier, CRAY - XMP 型 计 
算 机 12 

cross -wap 叉 帆 253 一 4 

crossing number 相交 数 240 -上 

cryptanalyst 吐 硕 分 析 人 员 22 

eulie aqualion -次 方程 L101 

CYBER 174 computer, CYBER 174 型 计算 


执 12 

CYBER 7S0 computer, CYBER 750 击 计 算 
机 220 

cyclis grmup 衡 坏 群 118 

nyelotomic inyegers 分 贺 整 数 191 


Data Encryption Standard 数据 加 密 标 准 24 

decision probiem 判定 问题 258 

degree of a vertex 也 点 的 阶 数 172 

DES syatem.DES 体系 24 

Verentiaple manitold 扳 分 注 形 258 

ifferentiatian straeture 油分 结构 258 

出 gital root 数 根 21 

出 mension 维 数 81 一 5 

dimension fraction 分 数 维 83 

Diophantine equation 琶 盖 图 方程 130 

击 scharging procedure 放电 过 程 172 一 4 

discriminant 判别 式 54 

sguiritiones 4rilhmericae 《算术 研究 》18， 
72 -4 

distributive ]aw 分 配 律 32 

divisible 可 瑞 除 3 

dodecahedron 十 二 面体 114 

dynamical jaw 动力 学 定律 中 

dymamieal system 动力 系统 路 


e 自 郑 对 数 的 底 。 55 -7,203 

Ecole Polytechniquz 巴 吾 高 等 工科 上 大 学 
35 .102 

edge fnetwork) 过 (网络 ) 158 

eadge (suryace) 边界 (曲面 ) 233 

cfficiency of algoritlhms 算法 有 效 性 262-~-35 

element of a set 和 集合 的 元 奈 38 

Eiements < 奈 本 4,20,133,182 


209 


烛 学 ， 新 的 黄 僵 时 代 ， 


cipsoidal mathod 彬 球 法 276 

olliptic cure 椭 避 有 时 线 73 

emply set 宣 集 48 

eneryption system 编 同 体系 22 

Euclidean 可 gorithm 欧 几 中 得 算法 132 

Euler characteristit 欧 拉 示 性 娄 169.232. 
237,252 一 4 

Euler - 十 aclaurin summation 欧 拉 - 二 完 劳 
林 求 和 法 214 

Fuler's formula 欧 拉 公式 1538 -如 

aven permutation 惕 内 换 124 

exponential 指数 的 55 -7 

exponentiat function 指数 师 数 203 

axponential growth 指教 增长 88 

exponential Ume 指数 时 间 算 法 254 


face (nelwork》 面 (网 者}158 

factonng 因 玉 分解 13,26 

factorization 因子 分 艇 4 

Farey sequence 法 里 数 刻 205 

Faton dust 法 都 洁 果 

feedback loop 反馈 循环 87 

Frigenbaum number 费 根 欧姆 常数 91 

Feit -Thompson Theorem 费 特 - 疡 音 森 定 
理 136 

Fermat number 费 马 数 16 -8 

Fermal tesl 费 翅 检验 8,15 

Fermst s faclorization method 费 己 因子 分 解 
法 14 

Ferral s Last Theorem 费 马 最 后 定理 177 

Fibonacci numberms 韭 波 挪 扣 数 145 

Fibonarci sotuence 右 恋 那 息 数列 144 一 5 

field 域 51 

Fickls Medal 非 水 就 奖章 28,197,255 


270 


figure-nf -cight knal 八字 线 238 -9 

first subeasef Fermat lheorem)】 吐 切 定理 揭 
第 “种 从 属 情 形 187 

fiir -wolour theorem 下 色 和 定型 162 

forsing 办 这 47 

Jour-rolour conjecture 下 色 猜 想 148 -52 

four-eolour problem 中 色 癌 是 148 - 52 

four-knol 八字 形 纽 绩 239 -4 物 ,2 和 8 

fractal 分 拱 路 

fractal geomelry 分 形 几 柯 84 

French Academy 法 国 科 学 院 102 -4.199 

Fniemily Giam Group 友好 的 巨人 群 123 

fundamental beorem of algebra 代 狐 基本 定 
理 好 

fundamental theorem of arithmetic 算术 基本 
定理 4, 的 


Canseian integer 高 斯 整数 68 一 70,191 

Eneralizeg Riemann hypothesis 广 祥 黎 量 猿 
想 72 

penus (knot) 亏 桔 { 纲 缚 ) 245 

genus (surface) 到 格 ( 曲 面 } 245 

Eeometrieal equivalence 儿 何 竹 价 2365 

Goldbach Conijecture 再 德 巴赫 猜想 后 

grarmy knat 错 平 结 229,2 御 7 了 

rpbk 图 1 和 5 一 了 

条 aph theory 图 论 156 一 了 

Greek mathemalics 逢 腊 数 学 5 -9 

group 各 上 04,11t- 112 

部 oup axioms 和 群 公理 112 

ioup theory 群 论 114 


hendle 环 宁 245,252 -3 
Heawond " s formula 希 伍 德 公 式 1 的 


Heegner points 希 玉 内 外 点 73 

Hrrman ring 赫 迷 晕 线 喇 

Tber programme 希 好 人 怕 畦 计划 35 

Hilhert > patel 项 尔 们 特 旅馆 43 

Hilben 's Tenth Problem 项 父 伯 特 第 十 癌 厦 
130- 3],141 

tlindu mathematiss 印度 数学 60 

hamomorphic image tgroups ) 【在 的 + 阿 杞 象 
119 

jumaotony 问 伦 258 

hypereubhe 起 立方 体 248 一 9 

hypemphem 超 妹 251 


fi 户 数 季 位 57 

BM 360 compuier, JBM 360 型 计算 机 12， 
17,21,195 

BM 7090 eomputer, 1BM 7090 型 计算 机 
12,21 

jideal factor 理想 因 六 192 

ideal number 理想 数 192 -3 

ideal 中 esry 台 起 论 193 

jentily ,adqgiive 部 法 单位 元 32 

ienlity ;maltiplicative 张 苇 单 位 元 32 

identity tgroups》 单 苍 元 ( 玫 )》 112 

identity matrix 单位 下 竹 117 

:entity transformation 恒 同 杰 换 107 

ILLLAC - 【computer; [LAC 一 上 弄 计 算 
机 21 

ILUIAC - [rompuler:TLUTAC -目击 计算 
机 12,21 

jmage nnder refloetion 反射 下 的 扫 106 

imaginary oumber 忠 数 57,63 

imaginary bar 康 部 的 

Incompjetenms Theorem, Cidel 此 德尔 不 完 


备 姓 定理 入 
impnie gesorm 万 卫 递 蹄 184-S 
infinite cumber 无 内 次 41 
infinite series 无 穷 级 数 203 
infinite sets 无限 集 4] 
infinity 无 限 41 
integer 整数 31 一 4 
integral 中 muin 攻 数 虞 二 
Fniroairtio drihimeticae 《 算 林 入 7 了 1》 20 
inyerscyadditive 拥 法 逆 拒 32 
inyerse 【groups) 地 [和 群 ) 41 -12 
invertible matrix 呀 道 和 隆 117 
inynlulion 对 合 1 站 
lonian School 莹 奥 尼 亚 学 派 58 
irratjonal number 无 理 数 55 ,62 
jrredueihles 不 可 药 的 70 
iregular prime 症 正 则 素数 194 
isomorphuisn 同 构 244 
isnosecejes trianglhe 和 洗 居 二 用 有 开 104 


Julia se 朱 利 亚 集 34,91 -4 


kev .cipher 密 钥 24 

Klein bottle 克 药 茵 疲 169,233,254 
kunl 组 站 240 ,2 招 一 48 

knot dhiagram 绷 结 图 239 

neot efuivalence 闻 结 等 价 240 
knot groupy 纽 结 赂 242 一 3 

koot invariant 纯 站 不 恋 基 240 

knot palynomial 纠结 针 项 式 246 -8 
knol lheory 诅 缚 理论 230 23 - 4 
Kcrh Li 全 柯 克 曲线 8 

Eoch’'s isiand 梧 沁 岛 78 -8 
Enebe funolion 柯 布 声 数 225 


274 


Liber 4baci 《算盘 书 》144 

line integral 线 积分 204 

finear programming 线性 规划 272 

Listable sel 可 列举 集 139,146 

]ogarithmic intepgral 对 数 积 分 2084 

logis: 运 辑 37 

Jucas -Lehmer lest 让 六 斯 -- 莱 戴 检 了 验 
]2 .21 


Mandelbrot stt 莹 德 水 布 罗 集 04 一 8 

manifold 流 伐 248.,257 

manifuld theory 祝 形 理论 230,257 -外 

map 地 图 154 

matrices 鞠 i 了 FE 115 - 16 

Mersenne number 梅森 数 10.14,31 

Mersemnme prirte 悔 森 素数 11,20,197 

Mertens cunjnschare 狭 醒 斯 铺 想 218,216 一 
21 

minimal normal rp 最 小 正则 地 图 167 

M5bius band 莫 比 乌 斯 带 233 ,233 一 4 

Mibius function 瘟 比 马 斯 是 数 216 

mad ,a mod 5 模 ,6 陈 a 的 余数 9 

则 onster Group 太 麻 和 群 123 

Monte Carlo Methods 莲 特 卡 洛 方法 17 

节 ordell conjecture 莫 民 尔 销 想 197 

multiplication (group》 导 法 ( 群 ) 112 


n - sphere,a 维 球面 255 

natural number 自然 元 3,58 
negative number 负数 50 
neighbouring network 邻 网 络 155 
network 网 络 155 

me ol a network 揭 绪 半点 155 


mon 一 determinists: computation 凸 娘 定型 计 


272 


算 268 -9 
rma -imvertible matrix 不 可 道 和 矩阵 117 
non -arientahle suxace 不 可 定向 曲面 234 
non -singular matrix 非 奇 寻 矩 际 【17 
normal map 正则 地 图 i163 
NP 一 wompjete problem, NP 完全 性 问题 269 
—7] 
NP probiem ,NP 型 问题 268 - 9 
null sel 零 集 , 空 集 4 
number theom 数论 18 


wtonions 六 ZC 数 68 

odd permulation 奇 置换 124 

one -one function -了 晴 数 224 
order of a mmatrix 拭 阵 的 阶 115 
onlered dynamics 有 序 动 刀 系统 8B 
onentabhle surface 可 定向 申 面 234 
overband knol 锁 鳍 238 一 9 


t 园 周 率 杰 354-5 
x 小 于 于 的 素数 个 数 4 


P pmblem,P 问题 268 

perfecl number 完全 数 19-20 

permuiation 则 撞 124 

Poineart conjecture 斋 如 革 猜 下 255 - 书 

point jmage 《groupe》 点 像 ( 群 120 

Pollard "s fardonzation melhod 波 拉 德 央 于 
分 解法 17 

polygon 密 边 形 19,274 一 5 

pqlynomial time 凶 项 水 时 间 浓 法 263 

Polytope 名 胞 形 251 -2,275 

postylates 公 世 0 

Ppower srt 军 集 4 


Predicate ljogie 谓词 边界 37 

Drmality testing 茶 性 和 检验 7 了 

prime factor 未 因 了 村 4 

brime faclorizatinn 夫 头 子 分 解 4 

pnme generating fommnula 素数 生成 公 东 [条 
-7 

pime knmt 素 型 纠结 2 机 

Bime numher 素数 3,53 

Prime number 中 enorem 素数 定理 211 

primes distribution of 素数 的 分 布 5 

Pames ,infinitude of 喜 元 的 无 限 性 209 - 
13 

Primesreeurd 案 教 记录 12 

pnimitive Pythagorean triple 本 原 毕 达 算 拉 
斯 二 抑 数 182 

produd fgroup) 积 ( 群 } 112 

proiective Plane 搜 影 平面 253 

proper fraction 自分 数 205 

reth's Theorem 普罗 斯 定理 16 

pspudnprimes 六 素数 9 

Fublic key cppiography 公开 密 针 的 寡 形 学 
25 

Poblic key eystem 公开 密 铀 体系 25 

Pythagoras Theorem 毕 达 哥 拉 斯 证 理 59， 
i181 

Pythagorean Shun 毕 达 哥 拉 斯 党 之 38 

Pyhagorean tanamgle 毕 达 哥 拉 斯 三 角形 
184 

Pythagorean triple 毕 达 哥 拉 斯 三 元 数 181 

Pythagoreans 毕 达 哥 近 斯 的 信和 诗 19 


quarlratin equation 二 次 注 程 53,100 - 101 
quadralic reciprocity taw 二 冤 互 及 律 59， 
193 


tuarie aquation 四 类 方程 101 
quarlernions 全 无 数 67 -9 

duintie equation 五 次 并 程 1]01,125 
guintic polynomial 五 次 多项式 114 


rabbits 钨 六 144 

ralians 纪 度 203 

radical 根 式 i01,1i14 

tadicals ,solntion hy 根 式 解 125 

TEion 租 pumber 有 有理数 34,58 

red line 实 直 线 45,66 -7 

real nmmber 实数 34,6] 一 2 

mal pat 实 部 的 

reeord prime 素数 岂 录 197 

recuraively snumerable sel 递归 可 数 柴 ]39 

redueibility 而 约 性 168 

reductim proveas (jor maps) 到 简 过 程 ( 地 
图 的 ; 163 

reef knol 平 绪 23229246 -了 

refieet 反射 104 

reflection 反射 105 -5 

regular polygon 正 密 过 形 19 

regular polyhedron 下 守 面 体 251 

regular prims 正则 染 数 193 -4 

Remann hypothesis 黎 曼 狂想 207,212,214 
— 53.221 

Riemarnn probjam 黎 皮 问题 129 

Ricmann zeta funrtion 歼 吾 《 郴 数 208,2]11 
一 之 

Bgid iransformation 团体 站 换 235 

ring 环 34,191 

rotational symunetry 旋转 对 称 106 

RSA systam,ESA 体系 26 

mle and compass constuction 直 尺 与 圆规 作 

273 


数学 ， 新 的 黄金 时 代 


周 19 
Russell s naradox 及 率 杆 论 38 


semd mrbease FFermat theorem} 费 少 定 坪 
的 第 - -种 以 属 情 形 187 

soorel edes 密码 21 

song satue 万 始 俏 87 

sbl 集合 到 

sel theary 集合 论 和 -50 

aide tsurfacr 】 袖 面 (曲面 ”233 

Sioge dise 西 格 尔 概 96 

Sierpinski carpet 谢 尔 宾 斯 基 和 毛毯 83 -4 

Sietpminski sponge 谢 尔 宾 斯 其 海 编 83 -4 

sieving 第 法 15 

simple proup 单 群 114,119 -2] 

simplex algorithm 单纯 形 算 法 275 一 6 

sin 正 引 203 

ae fonclion 正 骆 国 数 203 

singular matrix 青 异 短 阵 117 

Skewes number 新 看 斯 数 210,212 

smooth mandaoldl 光 疹 度 形 258 

sporar oup 艇 伍 脱 121 

squarccdivisihie aumber 平方 中 除数 216 

aquare-fres number 志平 为 因 于 数 216 

sguare makrnix 愉 矩 几 L115 

SRS -181 electronie sjtve SRS —- 18] 型 也 
了 种 15 

Ad surdace 款 北 曲 夺 252 一 了 

suhpgroup 了 于 妊 114 

subsel 下 集 47 

surgery 换 现 术 252 

SC romputer, SAC 计算 机 12 

symimerical 对 称 的 1 

tmelry 104 -6 


274 


svmmelry gmp W 灶 称 和 群 107 - 14 


teleseupic image {prouns ) 下 缩 梨 ( 群 的 ) 
119 

poiogcal equivalenee 拉 扑 等 价 231236 

Wopolosical invariant 反扑 不 变 469 ,233 

tnpoluygicd transformation 拓扑 灾 换 230 

iopulngy 折 外 学 144 - 55,229 - 如 

travelling-saleaman problem 旅行 准 销 员 问 
脑 265 -8 

irefoi kpot 三 针 形 妞 绪 239 -40,246 

Eial division 诚 除 了 

mangular number 一 其 形 数 20 

tnth in mathematics 数学 真实 性 34 -5 

Turing machine 图 林 机 135 -8 ,263 


nnavoidable set 不 可 避免 集 168 

underidabic statement 不 可 判定 性 前 题 28 
一 9 

unique factorization 由 eorem 只 -因子 分 解 
定理 70 

unil dix: 单位 辆 乱 224 

和 nivaec 1100 computer, Univac 1100 型 计算 
机 17 

umuivtsraal Turing zachine 通用 图 林 机 1140 


Yerhulst process 维 哈 水 斯 特 过 程 品 -9 
verlex hinetwork 加 点 {网络 ) 158 


Wallskall Prize 涛 尔 大 斯 克 尔 歼 199 
Zermelo— Fraenkel sct theory 苇 避 轴 - 弗 兰 


殉 东 全 合 论 各 
zta unctiom, 消 数 208.,211 -20 


